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Ce document est un carnet d'exercices : ont'explique d'abordla mécanique, puis tu la travailles sur

43 exercices classés entrois niveaux. Les corrigés détaillés t'attendent en deuxieme partie, aprés la
page « Corrigés » — pas avant de |'avoir mérité.

/> ARETENIR ['équation de la tangente

Soit f dérivable en (. Latangente ala courbe de f au point P (xo ; f(:co)) estladroite d'équation

y = (z — z0) f'(20) + f(x0)

Provenance. Une droite de pente m passant parle point (zo; o) s'écrity = m(x — xo) + yo. Pourla
tangente, lapentevautm = f'(x() (c'estla tout le sens du nombre dérivé) et le point est (xg; f(zo)).

Onremplace:y = f'(zo)(z — xo) + f(z0).

~

Y= METHODE Ecrire 'équation de la tangente enx

-t

Calculer f(zy) : I'ordonnée du point de contact.
2 Dériver : calculer f'(z), puis évaluer f'(xo) (la pente).

8 Remplacerdansy = (z — ) f'(z0) + f(z0).

£

Développer et réduire pour obteniry = mx + p.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.2/27
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(
£ ARETENIR cgs particuliers de pente

* Tangente horizontale : elle alieula ol f/(z¢) = 0. Son équation est simplement
y = f(xo) (souventun extremum).

* Droitesparalleles: méme pente, m; = mso.

* Droites perpendiculaires : produit des pentesmy - mg = —1,soitmy = —m%.
* Retrouver f'(zo) : sil'on connait deux points A et B delatangente, alors f'(zg) =
45_YA (Hhente entre deux points).
L TB—TA
y
—Cy: f(z) = 22
—— tangente en Py
Py(1;1)
t t t X
/ 1 2 3
A
(

O ExeMPLE tangented f(z) = x? enzy = 1
1.Point: f(1) = 12 = 1,donc Py(1;1).
2.Pente: f'(z) = 2z,donc f/'(1) = 2.
3.Remplacer:y = (z — 1) -2+ 1.

4.Développer:y =2z —2+1 = .

\

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.3/27
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( £ ARETENIR [ecture graphique : relier f, f' et f"

Sur le graphe de f Traduction

f monte (croissante) — >0

f descend (décroissante) — f'<o0

f présente un extremum (max ou min) — f' = 0(tangente horizontale)

f est convexe (creux vers le haut, ) == f">0

f est concave (bosse vers le bas, ~) — <0

point d'inflexion (changement de courbure) — f" = 0(etchange de signe)
\

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.u/27
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Les exercices

FACILE 15 exercices
1

Déterminer|'équation de latangente & la courbe de f(z) = x2 au point d'abscisse zop = 1.

(Ee2) 2

Déterminer|'équation de la tangente ala courbe de f(z) = z3 au pointd'abscisse zy = 2.

CDL

Déterminer|'équation de latangente ala courbe de f(z) = % aupointd'abscisse zp = 1.

CDE

Déterminer|'équation de latangente ala courbe de f(x) = /z aupointd'abscisse o = 4.

CDL

Déterminer|'équation de la tangente ala courbe de f(z) = x* — 2z aupoint d'abscisse zg = 0.

CEDL

Déterminer|'équation de latangente & la courbe de f(z) = x? + 3aupoint d'abscisse zy = 1.

E=1)7

DéterminerI'équation de la tangente & la courbe de f(z) = 2z® — x aupointd'abscisse zg = 1.

Déterminer|'équation de latangente ala courbe de f(z) = x3 + z aupointd'abscisse ¢y = 1.

CEDL

Déterminer|'équation de latangente ala courbe de f(z) = —z2 + 4x aupointd'abscisse o = 1.

&) v

Déterminer 'équation de la tangente ala courbe de f(z) = 2% — 6z + 5 au pointd'abscisse zg = 2.

&)

Déterminer'équation de la tangente ala courbe de f(z) = 2,/ aupoint d'abscisse g = 1.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.5/27
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12

Déterminer|'équation de latangente ala courbe de f(z) = x* — 2au point d'abscisse zg = 1.

13

Déterminer|'équation de la tangente alacourbe de f(z) = (z — 1)? au pointd'abscisse z; = 0.

(L

Déterminer|'équation de la tangente ala courbe de f(z) = 2 aupoint d'abscisse zg = 1.

T

15 — lecture graphique

Ci-dessous, la droite verte est la tangente a la courbe Cf aupoint Pd'abscisse x; = 1. Cette tangente
passe parles points A(0; 1) et B(2; 5).

a7 1 > 5
a)
Lire |a PERtE de la tangente al'aide des points A et B.
b)
En déduire le nombre dérivé f'(1).
c)

Donnerl'équation de cette tangente.

15 exercices

G

Soit f(x) = z* — 4z + 1.Enquelpointla tangente aCy est-elle horizontale ? Donner I'équation de cette
tangente.

() 2

Soit f(w) = g3 — 3z. Déterminer les abscisses pourlesquelleslatangente est horizontale, puis les points

correspondants dela courbe.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.6/27
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CDL

Soit f(x) = 2. Montrer que la tangente aCy au point d'abscisse zp = 1 est perpendiculaire a la droite
D:y=-5+3.

o)

Une fonction f est dérivable et I'on sait que f(2) = 1.Latangente aCy au point d'abscisse z = 2 passe
aussi parle point B(4; 5). Déterminer f'(2).

CDL

Soit f(z) = x*. En quel point latangente 4 Cy est-elle ParaN@ld aladroite D : y = 6z — 17

CDL

Soit f(z) = z® — 6z + 9z + 1. Déterminer les points de C; ou la tangente est horizontale, puis donner
I'équation de chacune de ces tangentes.

CDY

Soit f(x) = z? — 4z + 5.En quel point la tangente aCy est-elle paralléle aladroite D : y = 22 + 37
Donnerl'équation de cette tangente.

Soit f(z) = y/x.Enquelpointla tangente aC; est-elle perpendiculaire aladroite D : y = —8z + 17
Donnerl'équation de cette tangente.

CDL

Soit f(z) = z*. Déterminer les équations des tangentes & C; qui passent par le point A(0; —1).
(Indication : appelera 'abscisse du point de contact.)

enl

Soitf(m) = 22 — 3z.Enquel pointla tangente aCy est-elle horizontale ? Donner I'équation de cette
tangente.

11 — lecture graphique

Ci-dessous, la droite verte estla tangente a Cy au point P d'abscisse zg = 2; elle passe parles points

A(1;—2) et B(3;4).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.7/27
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)
Lire f(2) etle nombre dérivé f'(2).
)

En déduire I'équation de la tangente.

)

La fonction f est-elle croissante ou décroissante au voisinage de x = 2 ? Justifier.

O

0

12

Soit f(x) = z* + bz + 3, oubestunréel. Déterminer bpour que la tangente a Cy au point d'abscisse £ =
2 ait pour coefficient directeur 1, puis donner I'équation de cette tangente.

13

Soit f(x) = 2% — 322 + 2. Déterminerle(s) point(s) de Cf oulatangente a pour pente —3, puis donner
I'équation de la tangente correspondante.

L

Soit f(z) = x + %(aveca: # 0). Déterminerles points de Cy ou la tangente est horizontale, puis donner
I'équation de chacune de ces tangentes.

15

Soit f(x) = 2. En quels points la tangente a Cy est-elle perpendiculaire aladroite D : y = — ”34' ? Donner
I'équation de chacune de ces tangentes.

DIFFICILE 13 exercices

1 — Lecture graphique d'une cubique

On considére lafonction f(z) = z* — 3z, dontla courbe C; estreprésentée ci-dessous. Elle monte,

atteintunmaximumenxz = —1, descendjusqu'aunminimumenz = 1, puisremonte.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.8/27
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Y
max 9|
inflexion
f X
-2 —1 1 2
—9 | >
Répondre par Vrai/fauX en jUstifiant par la lecture graphique.
a)
Donner le STGREAE S surchacun desintervalles | — co; —1[,] — 1;1[et]1; +oo].
b)
Quevaut f'(—1) et f'(1) ? Justifier.
c)

Oua-t-on f” > Oetola-t-on f” < 07?Endéduire I'abscisse du poirta infexion.

2 — Reconnaditre la courbe de f’

Soit f une fonction cubique (de la forme az® + bx? + cz + d) quiadmet un maximumenz = 0 etun
minimumenz — 2.

1 Quevalent f'(0) et f'(2)?
2 Déterminerle SigRhede 1 avant0, entre 0 et 2, puis aprés 2.

3 Endéduire quelacourbede f’ est une parabole tournée vers le haut passant parles
points (0;0) et (2;0).

3 — Reconstituer les paramétres

Soit f(z) = ax?® + bx + c(aveca # 0). Onsaitque:
a)

lacourbe Cy passe parle point (0; 2) ;

b)

latangente enxz = 1 est horizontale ;

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.9/27
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c)

f(1) =0

1 Traduire chacune des trois conditions (i), (ii), (iii) par une équation portant sura, b, c.
2 Résoudre le systéme obtenu.

3 Donnerl'expressionde f etlafactoriser.

Y — lire les variations sur la courbe de f’

La courbe ci-dessous est celle de la dérivée f’ d'une fonction f définie surR. C'est une parabole tournée
vers le haut qui coupe |'axe des abscissesenz = —letx = 2.

Y

a)

Donnerle SIgREAE " sur] — oo; —1[,] — 1;2[et]2; +oo].

b)

En déduire les Variations de f et la nature (maximum ou minimum) de chaque extrémum.

c)

Onsaitde plus que f(—1) = 3.Donnerl'équation de latangente a C;aupointd'abscissez = —1.

5 — tangente formant un angle donné
Soit f(z) = %z .
a)

Déterminer le point ou latangente a Cy fait un angle de 45° avec |'axe des abscisses (tangente montante),
et donner son équation.

b)
Méme question pourun angle de 135° (tangente descendante).

c)

Existe-t-ilun point ol la tangente serait Vérticale (angle de 90°) ? Justifier.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.10/27
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6 — tangente paralléle a une corde

Soit f(z) = x? etlesdeuxpoints A(1; 1) et B(3;9) deCy.
a)

Déterminer I'équation de la €orde (AB).

b)

Déterminer le point de C ou la tangente est paralléle a cette corde, et donner'équation de cette
tangente.

c)

Vérifier que ce point a pour abscisse le milied de [1; 3], et interpréter géométriquement.

7 — deux courbes tangentes entre elles

Onconsidere f(z) = z?etg(xz) = —(z — 2)? + ¢, oUcestunréel. On souhaite que les deux courbes
soient tangentes : elles se touchent enun point ou elles ontla méme tangente.

a)

Ecrire les deux conditions traduisant « méme point de contact » et « méme pente ».
b)

En déduire I'abscisse du point de contact, puis la valeur de c.

c)

Donner I'équation de |a tahgente commune.

8 — reconstituer une fonction cubique

Soit f(z) = ax® + bx? + cx + d(aveca # 0). Onsaitque:

° Cf passe parl'origine ;

* latangenteenz = 0 esthorizontale ;

* latangenteenx = 2 esthorizontale ;

o f(2) = —4.
1 Traduire chacune des conditions (i) a (iv) par une équation portant sura, b, c, d.
2 Résoudrele systeme obtenu.

3 Donnerl'expressionde f,lafactoriser, et vérifier les deux tangentes horizontales.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.-11/27
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9 — retrouver une parabole & partir de ses tangentes

Soit f(z) = az® + bz + c(aveca # 0). Onsait que latangente a Cy au point d'abscisse z = 1estla
droitey = 2z, et que latangente au point d'abscisse £ = —1 est horizontale.

a)

Traduire cesinformations par trois équations portant sura, b, c (attention : «latangenteenx = 1 esty =
2x » fournit deux conditions).

b)
Résoudre le systeme.
c)

Donnerl'expressionde f, lafactoriser, et vérifier les deux conditions de tangence.

10 — une aire indépendante du point de contact

Soit f(x) = L etunréela > 0.Onnote T, latangente & C; au point d'abscisse a.
a)

Déterminer|'équationde T},.

b)

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de T;, avec |'axe des ordonnées puis avec |'axe des
abscisses.

c)

Montrer que l'aire du triangle formé par T, et les deux axes ne dépend pas de a, et calculer cette aire.

11 — la tangente traverse la courbe

Soit f(z) = x* — 32% + 2z.

a)

Calculer f"(z) et déterminerl'abscisse du Foimtd imnfexion de C;.
b)

Donner |'équation de latangente T'aCy en ce point.

c)

Etudier le signe de la différence f(z) — yr (oUyr estl'ordonnée de T) et en déduire que Cy traverse sa
tangente au point d'inflexion.

12 — tangentes issues d'un point donné

Soit f(z) = x® — 3z etle point P(2;2).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.12/27
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a)

Déterminer|'équation de la tangente T, aCy au point d'abscisse a.

b)

Ecrire que T, passe par P(2; 2) et montrer que cela conduit & I'équationa® — 3a? + 4 = 0.
c)

Résoudre cette équation (vérifier que a = —1 enestracine), puis donnerles équations des tangentes a Cf
issuesde P.

13 — une pente jamais atteinte

Soit f(z) = z + 2, définie pourz > 0.

a)

Calculer f'(z) et déterminer le point ol la tangente a Cy est Rorizontale.
b)

Donnerl'équation delatangente aCy au point d'abscisse z = 1.

c)

Existe-t-ilun point ol la tangente est paralléle a la droite y = x ? Justifier.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.13/27



DEUXIEME PARTIE

® | <

Chaque exercice repris pas a pas, niveau par niveau.
Compare tadémarche, pas seulement ton résultat.



Une seconde — avant d'ouvrir le
corrigé...

Sice carnet t'aide, rends-nous la pareille : parle de
simulationconcours.be a quelgu'un qui prépare le concours.
C'est comme ¢a qu'on peut continuer.

Ce qu'on a préparé pour toi

v Cecarnet eninteractif, avec correctionenunclic
v Lescours complets, chapitre par chapitre — gratuits
v 3100 QCMtype concours, corriges et expliques

v Desfiches derévisionaimprimer

Rejoins-nous sur simulationconcours.be

scanne le QR ou tape I'adresse — puis reviens vérifier tes réponses
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Les corrigés

FACILE 15 exercices
1

Point: f(1) = 1.Pente: f'(z) = 2z,donc f'(1) = 2.
Tangente:y = (z —1)-2+1=22—-2+1= |2z — 1|

Ee2) 2

Point: f(2) = 23 = 8.Pente: f'(z) = 3z% donc f'(2) = 3 -4 = 12.
Tangente:y = (x —2) - 12+ 8 =122 — 24+ 8 = |12z — 16|

CDL

Point: f(1) = 1.Pente: f'(z) = —ﬁ,doncf’(l) =—1.
Tangente:y = (x —1)- (-1)+1=—z+1+1=|—z+2|

Ee)

Point: f(4) = v/4 = 2.Pente: f'(z) = ﬁ,doncf’@) = =1

1 z x
Tangente:y = (x —4)- 3 +2=7—-1+2=|- +1}

4
;
Point: f(0) = 0.Pente: f'(z) = 2z — 2,donc f'(0) = —2.
Tangente:y = (x —0) - (—2) + 0 =| 2z |.

CDL

Point: f(1) = 1+ 3 = 4.Pente: f'(z) = 2z,donc f'(1) = 2.
Tangente:y = (x —1)-2+4 =2z —2+4 =|2z+ 2|

)7

Point: f(1) =2 — 1 = 1.Pente: f'(z) = 4x — 1,donc f'(1) = 3.
Tangente:y = (. —1)-3+1=3z—-3+1=|3z — 2|

CGDL

Point: f(1) = 1+ 1 = 2.Pente: f'(z) = 32 + 1,donc f'(1) = 4.
Tangente:y = (x — 1) - 4+2 =4z — 4+ 2 =|4z — 2|

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.16/27
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9

Point: f(1) = —1 +4 = 3.Pente: f'(x) = —2x + 4,donc f'(1) = 2.
Tangente:y = (z —1)-2+3=20—-2+3 =2z + 1|

10

Point: f(2) =4 — 12+ 5 = —3.Pente: f'(z) = 2z — 6,donc f'(2) = —2.
Tangente:y = (z —2) - (—2) -3 =-2z+4—-3=|—-2z+ 1|

1"

(1) = 24/1 = 2.Pente: f'(z) = %,doncf’(l) = 1.
Tangente:y = (z —1)-1+2=z—-1+2=|z+ 1|

o)
o
=}

-+

~

12

Point: f(1) = 1 — 2 = —1.Pente: f'(z) = 3z% donc /(1) = 3.
Tangente:y = (¢ —1)-3—-1=32z—-3—-1=|3z — 4|

13

Point: f(0) = (—1)? = 1.Pente: f'(z) = 2(z — 1),donc f'(0) = —2.

Tangente:y = (z — 0) - (—2) + 1 = .

"

Point: f(1) = 3.Pente: f'(z) = — %, donc f'(1) = —3.
Tangente:y = (. — 1) - (-3)+3=-32z+3+3=|—-3z+6|

15 — lecture graphique

°a
=2

ye—ya o6—1 4
Pentel tre A(0;1) et B(2;5):m = = ==-=12]
entelueentre A(0;1) et B(2;5):m er 2, 2.0 2
b)
La pente de latangente estle nombre dérivé:| f'(1) = 2|
c)

Latangente passe par A(0; 1) : sonordonnée al'origine est 1. Aveclapente2:|y = 2z + 1|

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.17/27
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15 exercices

et 1

Une tangente est horizontale la ou f'(z) = 0.
f'(r) =2z —4.Onrésout2z —4 =0 < z =2

Ordonnée: f(2) =22 —4-2+1=4—-8+ 1= —3.Point(2; —3).
Latangente horizontale a pour équation|y = —3 |

2
fl(x) =3z> —3=3(z*—1)=3(z — 1)(z + 1).

fl(x) =0 <= z=1louzx = —1.

Points: f(1) =1-3=-2= (1;-2)etf(-1)=-1+3=2=(—1;2).
Abscisses|z = £1|; points| (1; —2) et (—1;2) |

CEDL

Pente delatangente: f'(z) = 2z,donc f'(1) = 2.Onnotem; = 2.
o , _ 1
PentedeD:y = —5 +3:ma2 = —3.
Produit:my - mg =2+ (—3) = —1.
Le produit des pentes vaut —1 :latangente est donc bien perpendiculaireaD. i

!
Latangente passe par A(2; f(2)) = A(2;1) etpar B(4;5).
Sapenteest f'(2) = &4 — -1 _ 2 _ 9

TB—TA —2 2
Donc|f'(2) = 2|

°
Deux droites sont paralléles si elles ont laméme pente. Il faut donc f'(z) = 6.
f'(z) =2z,dou2z =6 <— z=3.

Le point cherché a pour abscisse |z = 3](et £(3) = 9, point (3;9)).

¢

Une tangente est horizontale la ou f’'(x) = 0.

f'(x) =32 — 122+ 9 = 3(z* — 4z +3) = 3(z — 1)(z — 3),donc f'(z) =0 <= z = louzx = 3.
Points: f(1) =1—-6+94+1=5=(1;5)etf(3) =27—-54+274+1=1= (3;1).

Tangentes horizontales:|y = 5|(enx = 1)et|y = 1 |(enx = 3).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.18/27
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7
Deux droites sont paralléles si elles ontlaméme pente il faut f'(z) = 2.

f'(x) =2z —4,dot2z —4 =2 <= z = 3.0rdonnée: f(3) =9 — 12 + 5 = 2,point (3; 2).
Tangente:y = (x —3)-2+2 =2z —6+2 = |2z — 4|

CDL

Perpendiculaire & une droite de pente —8: latangente a pour pente mavecm - (—8) = —1,soitm =

fllz) =57 =5 < 2/ =8 <= Jz =4 <= z=16.Point: f(16) = 4 = (16;4).

1
5

Tangente:y:(x—16)-%—|—4:%—24—4: T o

8
CDE

Tangente au pointd'abscissea: f(a) = a?, f'(a) = 2a, d'équation

y=(z —a)-2a+a®=2az — 2a*> + a® = 2azx — a’.

Elle passepar A(0; —1)ssi—1 = 2a -0 — a? = —a? soita®? =1 <= a = +1.

a=1:ly=2z—-1,a=—-1:ly=—-2x—1|

&) v

fllr)=20—-3=0 <— z = %.Ordonnée:f(g) = ?I — % = —?I,point (%;—%).

=~ ©

Tangente horizontale:|y = —

11 — lecture graphique
a)
Le point de contact P apourordonnée f(2) = 1.Lapentelueentre A(1; —2) et B(3;4) est f'(2) =

%(12) :2:3.Doncf(2):1etf’(2):3.

b)

Tangente:y = (. —2)-3+1=3x—-6+1=3z—5|
c)

f'(2) = 3 > 0:le nombre dérivé est positif, donc f est EFoIsSante au voisinage de z = 2.

col

f'(x) =2z 4+ b.Onimpose f'(2) =1:2-24+b=1 <= 44+b=1 < |b=-3|
Alors f(z) = x?> — 3z + 3etf(2) =4—-6+3 = 1.
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Tangente:y =(z —2)-1+1=a2—-2+1=|z—1|

&)

f'(z) = 322 — 6z.Onrésout f'(z) = —3:

322 —6z=-3 = 322 —62+3=0 < 2 -22+1=0 < (z—-1)° =
0 < z=1.

Unseulpoint: f(1) =1 -3+ 2 =0 = (1;0) (lapente —3 est enfaitla pente minimalede f').
Tangente:y = (z — 1) - (—3) +0 =

ol

—3x + 3|

f'(z) =1 — L. Tangente horizontale: f'(z) =0 <= 2 =1 <= 2 = £1.

Points: f(1) =2 = (1;2) et f(—

1) =-2=(-1;-2).

Tangentes horizontales:|y = 2|(enxz = l)et|y = —2|(enz = —1).

®

La droite D a pour pente —%. Une tangente de pente m lui est perpendiculaire ssim - (—%) = —1, soit
= 3.
( )=3z2=3 < 22=1 <= z = +1.Points:(1;1)et(—1;-1).
z=1ly=(x—-1)-3+1=|3z—-2;z=—-1ly=(z+1)-3— 1:3m+2.

DIFFICILE 13 exercices

1 - Lecture graphique d'une cubique

gy Sighede " f' traduit le sens de variation.

a)

Sur] — oo; —1[la courbe fonRte = f' > 0.

b)

Sur] — 1; 1[la courbe déscend = f' < 0.
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c)

Sur]1; +o0[la courbe FEBATE = f' > 0.

Vérification analytique : f'(z) = 3z? — 3 = 3(z — 1)(z + 1), dusigneattendu (+, —, +).
pyVatears (= 1) et/ {1I)-Enz = —1 (maximum) etz = 1 (minimum) la tangente est Rorizontale, donc

Fi(-1)=0 e  f'(1)=0.

(Onretrouve f'(+1) =3-1—-3 =0,

¢) Signe de f" et point d'inflexion. f" (i) — Gur.

® Sur] —00;0[: f" < 0,lacourbe est concave (~).

e Sur]0;+oo[: f” > 0,lacourbe est ConVexe (-).

f" change de signeenz = 0:c'est le pointd inflexion, d'abscisse(point (0;0)).

2 — Reconnaditre la courbe de f’

4) Un extremum donne une tangente horizontale, donc f' = 0 ence point:

ff(0)=0 et f'(2) = 0.

b) Signe de f'. Unmaximumen0: f monte avant, descend aprés = f' > Osur] — oco; 0 puis f' < Osur
]0; 2[. Unmiimum en 2: f descend avant, monte aprés = f' < 0sur]0; 2[(cohérent) puis f' > 0 sur
12; +o0[.Bilan: (+, —, +).

c) f estcubique donc f’ est un polyndme du second degré (une parabole). Elle s'annule en 0 et 2 (racines) :
f'(x) = kx(x — 2).Comme f' > 0«al'extérieur»desracineset f' < 0«entre»elles, la parabole est
tournée versle haut (k > 0), et elle passe bien par (0;0) et (2; 0).

MUSErALISH avec 'exemple f(z) = z® — 3z2 (alors f/(z) = 3z — 6z = 3z(z — 2)):

Y

\ A
— Cs: fl@)=2%—32?
—Cypr o fl(z) = 3x(x - 2)

] } n

1 22 3

Laparabolerouge (Cy) est bientournée vers le haut et coupel'axeenx = O etz = 2, précisémentlaouCy
(bleue) présente son maximum et son minimum.
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3 — Reconstituer les paramétres
gy Traduction des conditions: Ona f(z) = ax? + bz + cet f'(z) = 2azx + b.
a)
Crpassepar(0;2): f(0) =2 =c=2.
b)
tangente horizontaleenz = 1: f'(1) =0 = 2a + b = 0.
c)
fl)=0=a+b+c=0.
b) Résolution du systéme. De (i): ¢ = 2. Onreporte dans (iii):a + b + 2 = 0,soita + b = —2. Avec (i)
b= —2a:
a+(—2a)=-2 = —a=-2 = a=2, b=—-2a=-4, c=2.

€Y ExXpression et factorisation.

flz) =22 —dx+2=2(z* -2z +1) =|2(z — 1)%|

Contréle: f(0) = 2; f(1) =0; f'(z) = 4= — 4, f'(1) = 0.Laparabole a bien sonsommeten (1;0), ol
la tangente est horizontale.

Y — lire les variations sur la courbe de f’
a)

Laparabole Cf, esttournée vers le haut et s'annule en —1 et 2 : elle est négative entre ses racines, positive
al'extérieur. Donc f' > Osur] — oo; —1[, f' < Osur] — 1;2[et f’ > 0sur]2; +oo].

b)

f' > 0 = fcroissante; f' < 0 = f décroissante. Ainsi f croit, puis décroit, puis croit : elle présente un
maximumenz = —1 etunminimumenz = 2.

c)

Enz = —1 (extrémum) la tangente est horizontale, car f'(—1) = 0. Son équationestdoncy = f(—1),
soit|y = 3|
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5 — tangente formant un angle donné
a)

Unangle de 45° correspond a une pente tan 45° = 1. Or f'(x) = ¢, donc f'(z) =1 <= x = 1.Point:

1
f(1) = %,soit (1;%).Tangente:y= (33—1)’1+% =¥~

5|
b)

Unangle de 135° correspond aune pente tan 135° = —1. f'(z) = 2z = —1 <= z = —1.Point:
(=1;3) Tangente:y = (z +1) - (1) + 3 =|—z — % .

c)

Une tangente verticale exigerait une pente infinie. Or f'(xz) = x est finie pourtout x € R (f est dérivable
partout) : il n'existe donc aucune tangente verticale.

6 — tangente paralléle a une corde
a)

yp—ya 9-1

Pente delacorde: =
IB — TA 3—-1

= 4.Ellepassepar A(1;1):y =4(x — 1) + 1 = |4z — 3|

b)

Tangente paralléle = mémepente: f'(z) = 2z = 4 <= z = 2.Point: f(2) = 4,soit (2;4). Tangente::
y:(x—2)-4-|—4:.

c)

Milieude [1; 3]: 12—3 = 2, quiest bienl'abscisse trouvée. Interprétation : pour une parabole, latangente

paralléle a une corde touche la courbe au point dont I'abscisse est le milieudes abscisses des extrémités
delacorde.

7 — deux courbes tangentes entre elles
a)

Se toucher auméme point avec laméme tangente s'écrit: f(x) = g(z) (méme point)et f'(z) = ¢'(z)
(méme pente).Ici f'(z) = 2z etg'(z) = —2(x — 2).

b)

Mémepente:2z = —2(x —2) <= 2z = -2z +4 <= x = 1.Mémevaleur: f(1) = g(1) —
1=—(1-2)2+c=-1+c¢ < c= 2 Pointdecontact:(1;1),etg(z) = —(z — 2)? + 2.
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c)

Pente commune f'(1) = 2, point (1; 1) :tangentecommuney = (z — 1) - 2+ 1 =2z — 1|

Y

A
2

— Ci:m
—Cy: —(z—2)2+2
—— tangente commune

t t t X
-1 // 1 2 3
/1
8 — reconstituer une fonction cubique

Ona f'(z) = 3az® + 2bz + c.

1 () f(0)=0=d=0;G)f'(0)=0=c=0;Gi) f'(2) =0=12a + 4b+c=0;
(V) f(2) = —4=8a+4b+2c+d=—4

2 De(i)-(ii):c = 0,d = 0. (iiiydevient 12a + 4b = 0 = b = —3a.(iv) devient8a + 4b =
—4,s0it8a — 12a = -4 = —4a = —4 = a = 1,puisb = —3.

3 f(x) =a2® —32® =|z*(x — 3) | Contrdle: f'(z) = 32® — 62 = 3x(x — 2) s'annule

enxz = Qetz = 2:lestangentesy sont bien horizontales.

9 — retrouver une parabole a partir de ses tangentes
Ona f'(z) = 2az + b.
a)

«Tangentey = 2z enx = 1» signifie que le point est surla droite et que lapentevaut2: f(1) = 2et
f'(1) = 2.«Tangente horizontaleenx = —1»: f'(—1) = 0.D'ot:a +b+c=2,2a +b=2,—2a +
b=0.

b)

Les deux derniéres donnent, par soustraction,4a = 2 = a = % puisb =2a = 1.Enfna+b+c=2=

%—I—l—kc:2:>c:l

L
c)

1
f(z) = %xz +x+ % = % (:)32 + 2z + 1) = E(x +1)%| Contréle: f(—1) = 0(sommet, tangente

horizontale); f(1) = 2et f'(z) = « + 1donne f'(1) = 2,donclatangenteenz = lestbieny = 2z.
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10 — une aire indépendante du point de contact

a)

f(a) = %,f’(x) = —931—2 donc f'(a) = —a—12.Tangente:y = —%(.’IZ —a)+ % = -5+ % + % =
T n 2
a? al

b)

Avecl'axe desordonnées(x = 0):y = % point (O; %).Avec I'axe des abscisses (y = 0): —% + % =
0 <= z = 2a,point(2a;0).

c)
Le triangle rectangle a pour cétés 2a (sur Ox) et % (surOy). Sonaireest A = % - 2a - o = % 4 = ,
indépendante dea.
Yy
4 —  C:lfa

—T:y=—x+2

lllustration poura = 1:letriangle a bienune aire de% -2-2=2.

11 — la tangente traverse la courbe

a)

f'(z) = 3x® — 6z + 2,donc f"(z) = 6z — 6. f'(x) =0 <= =z = 1,et f”changedesigneenl:c'est
le pointd'inflexion, d'abscissez = 1(avec f(1) =1 -3 42 = 0).

b)
ff1)=3-6+2=—1Tangente:y=(z—1)-(-1)+0=|—z+1]|
c)

flz)—(—z+1) =232 +2z+xz—1=2 32>+ 3z — 1= (z — 1)*. Cecubeest < 0 pour

z < let> Opourz > 1:ladifférence Change de signe en 1, donc Cypasseduncétéal'autrede T :elle
traverse sa tangente au point d'inflexion.
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12 — tangentes issues d'un point donné

a)

f(a) = a® — 3a, f'(a) = 3a®> — 3.Tangente:y = (3a® — 3)(z — a) + a® — 3a = (3a® — 3)z — 3a® +
3a +a® — 3a =|(3a* - 3)z — 2a°|

b)

P(2;2) € T,:2 = (3a® — 3) - 2 — 2a® = 6a® — 6 — 2a>. Enréorganisant: 2a® — 6a® 4 8 = 0, soit
aprésdivisionpar2:a® — 3a? +4 = 0.

c)

a=-1:(-1)3-3(-1)2+4=—-1-3+4=0.Onfactorise:a® — 3a* + 4 = (a + 1)(a® — 4a +
4) = (a+1)(a — 2)% dola = —1oua = 2(double).

ea = —1:pente3 — 3 = 0,tangentey = —2(—1)* = 2,s0it|y = 2 |(contacten (—1;2)).

ea = 2:pentel2 — 3 = 9, tangentey = 9z — 2 - 8 =| 9z — 16|(contacten (2;2) = P).

Yy
—Cy: 3 — 3z
JE— y:2 4 +
— y=92—16

(=12) P(2;2)

/ [ .

13 — une pente jamais atteinte
a)

f(z) = 1 — % .Tangente horizontale: f'(z) = 0 <= x> =4 <= z = 2(carz > 0).Point: f(2) =
2 + 2 = 4,s0it(2;4) ; tangente horizontale|y = 4|.

b)

f(l)=1+4=5etf'(1)=1—4= —3.Tangente:y = (z — 1) - (_3)_|_5:'
c)

Paraliéle ay = wexigerait f'(z) = 1,s0itl — 4 =1 <= —4 = 0:impossible. Pourtoutz > 0,
f’(x) =1- % < 1:lapente 1 n'estjamais atteinte (elle est seulement approchée quand x — +00).
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