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Ce document est un carnet d'exercices : ont'explique d'abordla mécanique, puis tu la travailles sur
44 exercices classés entrois niveaux. Les corrigés détaillés t'attendent en deuxieme partie, apresla
page « Corrigés » — pas avant de |'avoir mérité.

*Tutoriel — L'intégration par parties (IPP)

Certaines fonctions n'ont aucune primitive dans le formulaire du Theme 1: x €%, z cos x,In x, arctan x... Ce

sont des Produits (ou des fonctions «isolées » comme In x) que I'onintégre grace a une seule technique
universelle : I'intégration par parties. Elle n'est rien d'autre que la dérivée d'un produit lue al'envers.

(
s¢ LESSENTIEL g formule et d'ou elle vient

On partdeladérivée d'unproduit: (UV)" = U'V + UV'. En passant aux différentielles puis en
intégrant,/d(UV) = /VdU+/UdV,c'est—é—dire UV = [V dU + [UdV.Enisolantla

deuxieme intégrale :
/UdV = UV—/VdU.

On choisit U (qu'on va dériver) et V' (qu'onvaintégrer, avec dV = V' dz). Le pari: que lanouvelle
intégrale f V dU soit plus simple que celle de départ.

Comment choisir U et V' ?

Tout le succes tient au bon choix. On prend pour U (lafonction que I'on dérive) celle qui apparaitle plus a
gauche dans |'ordre de priorité suivant — retenu parle mnémo « L.ILA.T.E. » :

L > I > A > T > E .
N~ ~ N o ~~
In, log arcsin, arctan xn, polynémes sin, cos er, a”

Pourquoi cet ordre ? Un polynéme dérivé perd un degré (et finit par disparaitre) ; un In ou un arctan dérivé
devient une fraction algébrique bien plus commode ; al'inverse, sin, cos, €* s'intégrent sans se compliquer,

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.2/29
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onlesmetdoncenV”.

Y= METHODE dérouler une IPP en 4 gestes
1 ChoisirU (régle L.LAT.E.) et V' (toutlereste) ; calculer U’ (donc dU = U’ dzx)et
V= [V'dz

2 Appliquer / Udv =UV — / Vv du.

3 Simplifier la nouvelle intégrale (parfois il faut une deuxiéme PP, ou résoudre une

équationen I).

4 Verifier en dérivant le résultat : on doit retomber surl'intégrande.

O ExeEMPLE Je casd'école: / x e’ dx

Choix: U = x (algébrique, a dériver)et V' = e* (exponentielle, aintégrer),doncU’ = 1etV = €?.

/:zzexdw:UV—/VdU:a:e””—/ew-ldx:mea’—e"anC’:
(x—1)e* +C.

- . z1! T T T . . T
Vérification. [(z — 1)e”| = €” + (z — 1)e® = x €”. Le produit de départ est devenu l'intégrale
immédiate [ e dz : c'est tout I'intérét d'avoir dérivé zen 1.

QO exempLE In x, quin'apas de primitive « directe »

Onécritlnz = 1 -Inz:iciU = lnz (priorité L))et V' = 1,donc U’ = L etV = z.
N N~ T
ViU

/lnxdm:xlnm—/x-ldw:xlnx—/ldm: zlnhx —xz+C.

Z

Vérification. [:clnac — a:]' =lnz+x- % —1=Inz.

(® REMARQUE quand I'lPP « tourne en boucle »

Pourl = / e” sin x dz, aucune IPP ne simplifie vraiment : deux IPP successives raménent laméme

intégrale I. On obtient alors une équationdutype I = (...) — I quel'onrésout pourtrouver I.

Reconnaitre cette situation évite de tourner en rond (voir Difficile).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.3/29
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.
[\ ATTENTION deux piéges classiques

* Lesigne —dela formule(—deU)est oublié une fois sur deux : écrivez-le tout de
suite.

* Lemauvais choixU <+ V' complique l'intégrale au lieu de la simplifier. En cas de

doute, essayez; si f V dU est pireque l'intégrale de départ, inversezles roles.
\

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.-u/29
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Les exercices

FACILE 15 exercices
1

Calculer/aze‘” dz.

CDL

Calculer/ zcoszdz.

CDL

Calculer / z sinxz dz.

CDE

Calculer/aze’“' dz.

CGDL

Calculer/(az + 2) e” da.

CDL

Calculer/(2:c —1)e"dz.

Ee)?

Calculer/(4 —z)e” dx.

Calculer/azcos(2w) dz.

Ee2) o

Calculer/msin(3az) dz.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.5/29
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10

Calculer/(az — 1)sinz dz.

1"

Calculer /(m + 1) cosz dz.

12

Calculer /(m +3)e “dz.

13

Calculer/ ze*/?de.

1

Calculer/(2a: + 1) sinz dz.

15

Calculer/(2:c +1)e “da.

15 exercices

1) !

Calculer /lnxdm (sur]0, +o0l). Indication : écrirelnz = 1 - Inx.

2
Calculer/aslna:da:(sur]o, +o0|).

Calculer/arctanwdw. Indication:U = arctanz, V' = 1.

Eee)

Calculer/ T e dz. Attention a la primitive de e**.

w

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.6/29
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CDL

Calculer/ 2 e® dx (deux IPP successives).

CDL

Calculer / 2% In 2 dz (sur]0, +o0]).

Ee)?

Inz
CaIcuIer/ —5- da (sur]0, +-o0]).
x

CDL

Calculer /(ln z)? dz (sur]0, +ool). Indication:U = (Inz)? V' = 1, onréutilise [ Inz dz.

&)

Calculer /arcsinxdm (sur] — 1, 1]. Indication:U = arcsinz, V' = 1.

T .
Calculer/ — dx. Rappel: une primitive de 1/ sin® z est— cot .
sin

1

2
Calculer/ x arctan x dx. Indication : apres I'lPP, écrire 117 =1- T

CaIcuIer/az2 e * dz (deuxIPP successives).

(L

e
Calculerl'intégrale définie / Inx dz.
1

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.7/29
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&)

™
Calculerl'intégrale définie / rsinzdz.
0

14 exercices
1 - UIPP qui « boucle »
Onposel = /em sinzdzetJ = /e’“’ cos z dz.

a)

Enintégrant deux foispar parties (en gardant toujours V' = e?), établirune relation entre I et J, puis une
secondeentre J et I.

b)
Endéduire lavaleurde I, puis celle de J.

c)

Retrouver alors sans nouveau calcul / e”(sinz + cos z) dz, etinterpréter le résultat.

2 — double IPP

Calculer/a:2 cos x dzx al'aide de deuxintégrations par parties successives.

3 — IPP sur un intervalle
1
Soit A = / (x +1)e® da.
0

a)
Déterminerune primitive de x — (x + 1)695 parintégration par parties.
b)

En déduire lavaleur exacte de A.

Y — une relation de récurrence

Pourtoutentiern > 0,onpose I,, = /a:” e’ dzx.

a)
Parune IPP, montrerque pourtoutn > 1: 1, = z"e®* —n I, ;.
b)

Sachantque Iy = e” + C, calculersuccessivement I, I et I5.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.-8/29
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5 — deux intégrales couplées
Onpose I = /62‘” cos(3z)dxetJ = /62"" sin(3z) dz.
a)

Enintégrant chacune une foispar parties (en gardant toujours V! = e2%), établir deux relations reliant I et J

b)
Résoudre le systeme obtenu et donner I et J.

c)

/3
En déduire la valeur exacte de/ e** cos(3z) dz.
0

Soit f(x) = x e~ définie sur [0, +00[. Sa courbe part de I'origine, culmine puis décroit vers 0.

04 Y
y=xe ”
0.2 |
A
x
1 2 3 4 5
a)
Déterminer, par une intégration par parties, une primitive F' de f.
b)

Calculerl'aire A (en unités d'aire) du domaine grisé, compris entre la courbe et I'axe des abscisses pour
0<z <2

c)
b

L'aire totale sous la courbe sur [0, +oo[ est lim f(z) dz. Montrer qu'elle vaut 1 u.a..
b*>+00 0

7 — logarithme au carré X polynéme

Calculer/as(lnx)2 dz (sur]0, +o0]). Onpourraréut///serf:clna:d:z:.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.9/29
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8 — récurrence pour [(Inz)"

Pourtoutentiern > 0,onpose J, = /(ln x)" dz (sur 0, +o0l), avec la convention (Inz)° = 1.

a)

ParunelPP(U = (Inx)", V' = 1), montrerque pourtoutn > 1:J, = z(lnz)" —n J, ;.
b)

Sachantque Jy = x + C, calculer Jy, Js et Js.

9 — une IPP qui « boucle » déguisée

Onposel = /cos(lnm) dzetJ = /sin(lnaz) dz (sur]0, +-o0]).

a)
Enprenant V' = 1(donc V = z)dans chaque intégrale, établir deuxrelations reliant I et J.
b)

En déduirelavaleurde I.

10 — aire entre deux courbes

On considére, sur [0, 1], ladroitey = z etlacourbey = z e *.

Y
14 Y=
0.5 {

A .

y = re x

‘ T

0.5 1
a)
Justifier que, sur [0, 1], la droitey = x estau-dessus delacourbey = x e *.

b)

Calculerl'aire A du domaine compris entre les deux courbespour0 < z < 1.

11 — trois IPP successives

Onveutcalculer/:c?’e_‘” dz.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.10/29
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a)

Parune premiere IPP, ramenerle calcul a celuide f z?e " dzx.
b)

Enutilisant [ z?e *dz = —(2? 4 2z + 2)e ® 4+ C, conclure.

c)

Vérifierle résultat enle dérivant.

12 — arctangente sur un intervalle

1
SoitB:/ arctan z dz.
0

a)

Rappelerune primitive de arctan x (obtenue parIPP).
b)

En déduire lavaleur exacte de B.

13 — un travail mécanique

Une force variable de norme F(m) = x cos x (ennewtons)s'exercelelongd'unaxe,dex = 0azx = g (en

/2
meétres). Le travail correspondantest W = / x cos x dx. Calculer W.
0

14 — suite d'intégrales définies

1
Pourtout entiern > 0,onpose K,, = / z"e” dx.
0

a)
Parune IPP,montrerquepourtoutn > 1: K, = e —n K, 1.
b)
Calculer Ky, K1 et Ko.
c)
1

Montrerque pourtoutn > 0: — < K,, < =%, etendéduire lim K,,.
n+l n+l n—-+o0o

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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DEUXIEME PARTIE

® | <

Chaque exercice repris pas a pas, niveau par niveau.
Compare tadémarche, pas seulement ton résultat.



Une seconde — avant d'ouvrir le
corrigé...

Sice carnet t'aide, rends-nous la pareille : parle de
simulationconcours.be a quelgu'un qui prépare le concours.
C'est comme ¢a qu'on peut continuer.

Ce qu'on a préparé pour toi

v Cecarnet eninteractif, avec correctionenunclic
v Lescours complets, chapitre par chapitre — gratuits
v 3100 QCMtype concours, corriges et expliques

v Desfiches derévisionaimprimer

Rejoins-nous sur simulationconcours.be

scanne le QR ou tape I'adresse — puis reviens vérifier tes réponses
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Les corrigés

FACILE 15 exercices
1

/xexdw.EHUﬂ'.U:x,V’ =e% doncU’' =1,V = ¢€*.

/mexdx:wex—/ex-ldx:xex—eerC’: (x—1)e* + C.

/

VERT! [(z — 1)e”] ="+ (z — 1)e* = ze”.

2

xcoszdx.€woix=U = z,V' = cosz,doncU’' =1,V =sinz.

—~—

/wcosa:da:::csin:c—/sinw-ld:c:wsina:—(—cosa:)+C’:

zsinz + cosz + C.

. !/ . .
Veérit: [a:smx—kcosm} =sinx +Trcosx —sinxT = x CoS .

3

/xsinxdx.mU: z, V' =sinz,doncU’' =1,V = —cos .

/xsina:da::a:(—cosx)— /(—cosa:)-ldx:—wcosx+/cosxda}:

—xcosx +sinx + C.

Y ) )
Verif. [—mcosx—l—smx} = —cosx + rsinx + cosz = xsinz.

CDE

/xexdx.EHUI'EU: z, V' =e* doncU" =1,V = —e %,

/xe_x de = z(—e®) — /(—e_“") de = —ze * + /e_m de=-ze®—e*+C =
—(z+1)e "+ C.

V&Rt [—(z + 1)6’”0], =—e?—(z+1)(-e*)=—eT+(z+1)e*=zxze”

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.-14/29



simulationconcours.be Carnet d'entrainement — Intégration par parties

CDL

/(x—|—2)ewdzc.EHUﬂ-.U::c—|—2,V’:e’“’,doncU’ =1V =¢€".

/(x+2)exd:1::(w+2)e$—/ewdx:(x+2)e“’—ex+C: (z+1)e” + C.

V&Rt (= + 1)69“}’ =e" 4+ (z+1)e” = (z + 2)e”.

CDL

/(2w — e dz.eneix=U =2z — 1,V' = e*,doncU’ =2,V = €”.

/(233 —1)edx = (22 — 1)e” — /26"”d:c =2z —-1)*—2e"+C =
(2z —3)e” + C.

VERT (22 — 3)e”] = 2¢” + (22 — 3)e” = (2z — 1)e”.

Eer)?

/(4—x)ewdx.erl'uﬂ-.U =4—2, V' =e* doncU' = -1,V = €.

/(4—w)emdx=(4—x)e‘"—/(—1)e$dac:(4—:18)6‘”—|—6””—|—C= (5—=x)e*+C.

Vet (5 — w)e”’}l = —€e"+ (b —x)e” = (4 — x)e”.

CDL

/a:cos(2x) dz.eneixzU = 2, V' = cos(2z),donc U’ = 1,V = 7 sin(2z).

¥

1 1
/xcos(Zm) dz = gsin(Zaz) — / 3 sin(2z) dz = 3 sin(2x) + 1 cos(2z) + C.

. , . .
Verit. [%sm2w+z—llcos2x} = %s1n2x+xcos2x — %sm2x = x cos 2z.

9

/acsin(3ac) dz.enoix:U = z, V' = sin(3z),donc U’ = 1,V = — £ cos(3z).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.15/29
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1 1
/msin(3w) dz = —g cos(3z) + / 3 cos(3z) dx = —g cos(3x) + 9 sin(3z) + C.

. , . .
Veérif. [—%cosBx—l—%sm&;} = —%cos3m+xsm3x—|—%cos3m = zsin 3z.

E) v

/(x —1)sinzdz.€woix=U =z — 1,V' =sinz,doncU’' =1,V = —cosz.

/(w—l)sinmdx:—(:zr—l)cos:ch/cos:cdw: (1—x)cosz+sinz+ C.

Veri: [(1 — z)cosz +sinz] = —cosz — (1 — z)sinz + cosz = (z — 1) sin.

&)

/(m+1)cosxdx.MU: z+ 1, V' =cosz,doncU’' =1,V =sinz.

/(a:+1)cos:1:d:c:(w+1)sinx—/sinmdw: (z+1)sinz 4 cosz + C.

V&t [(z + 1)sin:13+cos:c]’ =sinz + (z + 1)cosz —sinx = (z + 1) cos z.

12

—~

(x+3)e “dx.Choix=U =z +3, V' =e * doncU’' =1,V = —e ",

/(213 +3)e “dz=—(z+3)e * + /e_x dz=—(z+3)e " —e*+C =
—(z+4)e "+ C.

Vet [ —(z + 4)6”“']’ =—e?+(x+4)e "= (z+3)e "

&)

/xew dz. €ReX=U = z, V' = €%/, donc U’ = 1,V = 2¢%/2.

/a:em/zdx:%cex/z—/2em/2da3:2mem/2—4em/2+C: 2(z — 2)e*/? + C.

VAT [2(z — 2)e*/?]' = 2e*/% + (z — 2)e/? = ze*/2.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.16/29
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GO

/(293—1— 1)sinzdz.€meix=U = 2z + 1,V’' = sinz,doncU’ =2,V = —cosz.

/(2x+1)sin:1:d:c = —(2:c+1)cos:1:+/2cosxdx =
—(2z + 1) cosz + 2sinz + C.

V&R [ —(2z + 1) cosm+2sinx}' = —2cosxz + (2z+ 1)sinz + 2cosz = (2z + 1) sin .

15

(2z + 1)e “dz.ehoix=U =2z +1,V' =e *,doncU' =2,V = —e 7.

—~

/(2:c + e *de=—2x+1)e *+ / 2¢ *de=—2z+1)e®—2e"4+C=

—(2z+3)e "+ C.

VERT [~ (22 + 3)e ®] = —2¢ 7 + (2z +3)e ® = (22 + 1)e .

15 exercices

1) |

/lnmdm.OnposeU =Inz, V' =1doncU’ = %,V = .

1
/ln:cda::mlnm—/:c-—dx:mlnm—/ldw: zlnx —z +C.

Z

M[zclnx—:c}lzlnx—l—l—lzlnx.

2

/:z:lna:d:c. RégleLIATE.:ondériveleln.U =Inz, V' = z,donc U’ = %,V = %2

x? x? 1 x? 1 x? x?
:—1 — _— — :—1 — = = | — _ — .
/:z:lna:dm 5 nx / 5 mda: 5 nx 2/mda: 5 Inz 1 +C

2 2]’ 2
VeRf: |4 nz — 4| —elme+ 4 Lo § =2zt i-§—cha

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.17/29
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CDL

/arctanxdx.On poseU = arctanz, V' = 1, doncU’ = -,V = z.

1+z2°

T
/arctanw dx = xarctanzx — / dz.

1+ x?
o 9 zdz 1
Pourladerniere intégrale, forme dW /W avec W = 1 + z*,dW = 2z dz: o
x
D'ou
1 2
arctanz dz = zarctanx — 3 In(1+2z*) + C.
VE&fif! |z arctanz — § In(1 + 332)}/ = arctan + 155 — 5 - 724y = arctan .

(o)

/mezmda}.U =z, V' =e* doncU =1,V = %62“’.

7 = E 111(1 —+ a:z).

1 1 1 1 2¢ — 1
/wezmdx:x-—ezw—/—ezxdxzzeh—i-562‘”4—0: m—62“’+

2 2 2

CGDL

/:1:2636 dz.MPPRU = 22, V' = * (U =22,V = &%):

/w2emdw:x2e$—/2xewdm:x2em—2/3§emdx.

21PP (déjaconnue): [ ze® dz = (z — 1)e” + C.Donc

/:czexdw:w2ew—2(w—1)em—|—(7= (z° — 2z +2) " + C.

V&Rt [(2® — 22 + 2)635]/ = (22 — 2)e® + (z? — 2z + 2)e® = (z?)e” = x2e”.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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CDL

/w2 Inz dz.Régle LIATE.:ondérivelnz. U =Inz, V' = 22, donc U’ = %,V =,

3 3 1 3 1 3
/m21nxdm:%lnx—/%-5dx:%Inx—§/w2dx: %lnw——JrC.

3 37/ 2 2
Vet | S e — 2| —a’lme+ % - 4 =2’lna

9
Eer)?

1
/H_Qxdw'Uzlnx’Vl:$_2,d0nCU,: %,V: _%
. €T

m_wdx:_m_w_/(_l).ldx:_hl_w /xzdx:_hl_w_1+

x2 x x

/
m |:_lnm+1:| _ _%"'E*(lnerl) _ _1-lnz—-1 _ Inz

x CCZ

/(lnm)zdx.U = (Inz)2 V' =1doncU’' = 222V = g,

/(lnx)2da::a:(lnw)2—/x- 21nxdx=x(lnx)2—2/1na:dx.

Z

Or f[Inzdz = zlnz — z,d'oU

/(1n:1:)2 dz = z(Inz)? — 2zlnz + 2z + C.

Verit. [w(lnac)2 — 2mlnx—|—2w}’ = (Inz)?+2lnz —2lnz—2+2= (Inz)%

9

/arcsinmdx. U = arcsinz, V' = 1,doncU’' = 2=V = z.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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/ arcsinz dxz = x arcsinx —

[ =
— dzx.
1 — 22
rdx

VI—az2

/arcsina:d:c = garcsinz + V1 — 22+ C.

Pourladerniereintégrale, W =1 — 22 dW = —2zdz: —+4/1—z2.D'ou

. ! . .
VEéfif! [z arcsinz + v'1 — 2?] = arcsinz + A7~ 71 — arcsinz.

z ! 1 !
/ dz.U =2, V' = doncU' =1,V = —cot z.

. T im0
SlIl2£B sin® z
Z COS T
——dz = —zcotz + [ cotxzdr = —zcotz + —dx =
sin® x sin
—zcotz + In|sinz| + C.
3 /_ T cosr T
VEAT. [~z cotz + In|sinz|] = —cotw + &— + L2 — 2

1"

23%dz.U =2,V =3% doncU' =1,V = %

—~—

x 3" 37 x 3 37 37 1
x3*dr = — | —dz = — +C = —(x——)—I—C’.
/ In3 In3 In3 (In3)2 In3 In3
z 3" i ! 4z 3" In *In * T “ T
Verit. [11133 - (133)2] = Lt ?1113)% =3 T3 gy =23
.
/xarctanxdx.U:arctanx,V' =z, doncU’' = 15V = %2

.

2
2 x
]. 1 ~
Avec =~ =1— —= ona dz = & — arctanx.D'ou
14z 1+ 1 + x2
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2 2
T 1 z°+1 T
/a:arctana:da: = ) arctan — 5(1: — arctan:z:) +C = 5 arctanz — 5 + C.

?+1 1
2 1+a2

2

!
2
[ﬂ arctanx — E} = rarctanz +

1 _
3 5 —5 = x arctan x.

13

e dz. PPl = 22,V = e (U =22,V = —e %):

—

/3326_9” de = —z%e* + /2:/1: e dr = —x%e ® + 2/:136_’” dz.

21PP (niveau Facile) : fa:e’x dz = —(xz + 1)e *.Donc

/3826_“" de = —z’e* —2(z+1)e “+C=|—(2*+2z+2)e “ + C.

2

T (2? + 2z + 2)6’””}, =—(2z+2)e® + (22 + 2z + 2)e % = z%e 2.

L

(&

In x dz. Une primitive deln z est z In x — . Par Newton-Leibniz:

—

/elnxda:: [zlnz—z|, =(e-1—€e)—(1-0—-1)=0—(-1) =|L

15

™

x sin x dz. Une primitive de x sin x est —x cos x + sin x (niveau Facile). Donc

S~

™

/ zsinzdz = [—zcosz +sinz|, = (—wcosw +sinmw) — (0) =7+ 0 = [7.]
0
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DIFFICILE 14 exercices

1—UIPP qui « boucle »
a)

Ongarde toujours V' = e (donc V = e%).

CalculdeI avecU = sinz (U’ = cosx):
I = /e”’sina:da: =e"sinz — /e””cosazda: =e"sinz — J.
Calculde J avecU = cosxz (U’ = —sinz):

J=/eg”coswdx:excosa:—/ew(—sinm)dx:emcosx—l—I.

b)

On substituela2relationdanslal:

I =¢€"sing — (e"cosz +I) = 2I = €*(sinz — cosz),

1 1
dou|l = Eem(sinm—cosx) + C.|PuisJ =€ cosx + I = Eew(sina:—i—cosm) +C.

€)
Parlinéarité, / e’(sinz + cosz)dz = I + J = e”sinz + C'. Interprétation : onretrouve directement

. / . . ' . O S
que (eJE sin :13) = e”sinz + e cosz = e (sinx + cos x) : I'intégrande était exactement une dérivée de
produit.

2 — double IPP

/a:%osxdx.ﬂﬂ'.U:a:z,V’ =cosz(U' =2,V =sinx):
/a:2cosa:d:1::xzsinx—/Zwsinxda;:xzsinx—Z/a:sina;dx.

Or/ z sinx dx = —x cos ¢ + sin x (niveau Facile). Donc
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/a:2cosxd:c — z’sinz — 2(—zcosz +sinz) + C =

z’sinz + 2z cosz — 2sinz + C.

. . / . .
Veérit: [a:zsmx+2a:cosm — 25111:13} =2xsinz + x2cosx + 2cosx — 2xsinz — 2cosz = 2 cos .

3 — IPP sur un intervalle
a)

/(m—l—l)emdxavch:m—l—l,V’:e"‘(U': 1,V = e%):

/(w—i—l)emdx:(:E—I—l)em—/exdw:(:Iz—l—l)em—ew—i—C’:a:em—l—C.

Une primitive estdonc F'(z) = x e”. V&ff: (ze”) = e® + ze® = (x + 1)e”.
b)

Par Newton-Leibniz,

1
A:/ (x+1)e"dx = [xem](l)zl-el—O-eO:
0

Y — une relation de récurrence
a)

Pourn > 1,IPPavecU = 2™, V' = & (U' = nz™ L,V = &%):

I, = /ac”e”c dr = x"e® — /na:"_le“’ de =|z"e* —nl,_ ;.

b)
Avecly = e* + C:

L=xe"—1-Iy=ze" —e"+C = (x — 1)e” + C,
I, = 2% — 2 = 2%e" — 2(x — 1) + C = (2 — 2z +2) " + C,
Iy = ze" — 31, = x°e” — 3(2* — 2z 4 2)e” + C = (2* — 32° + 62 — 6)e” + C.

VERFERY: [(«® — 322 + 62 — 6)e”] = (322 — 6z + 6)e” + (z® — 322 + 62 — 6)e” = xle”.
5 — deux intégrales couplées
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a)

Ongarde toujours V' = €%% donc V = %e

2x

Pourl,U = cos 3z (U’ = —3sin3x):

2z 2z 2z 3
I= e—cosSw—/e—(—Ssin3m)dx: € cos3z+ 2.
2 2 2 2

PourJ,U = sin 3z (U' = 3 cos 3x):

2x 2x 2x
e e e 3
J = 7sin3w — / 7(3cos3w) dz = 731113:1@ — 5[.
b)
Oninjectela2relationdanslal:
2x 3 2x 3 13 2z
I= 67 cos 3x + 5(67 sin 3z — 5[) — ZI = e—(2cos3w + 3sin 3z),
. 62:5 . . eZ:v ) 3
dou|l = 1—3(2cos3x+3sm3x) + C, |puisJ = 7s1n3w — §I:
6233
—(2 sin 3z — 3 cos 33:) + C.
13
c)
e2a:
Avec laprimitive Z(z) = IRl (2 cos 3z + 3sin 3a:),et puisquenz = w/3onacosw = —1,sinm = 0:
w/3 27/3 1 2
2% /3 € 27/3
3xdxr = |Z = —(-2)— —=(2)=|—— 1).
/0 e’ cos 3z dzx = [I(z)], 73 (—2) 13() 13(6 +1)

6 — aire sous une courbe
a)

/wemdxavchz e, Vi=e*U =1,V = —e ?):;

/we‘mdmz —a:e_“"—l—/e_xda:: —ze *—e*+C.

Une primitive estdonc F'(z) = —(z + 1)e *.
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b)

Comme f > Osur [0, 2], l'aire est directement l'intégrale :

2
A= / ze "dr = [—(z+ l)e_"”}(z) =-3¢?2-(-1)=|1-3e? na.|(x
0
0,594 w.a.).

c)

b
Sur 0, b]/ ze *dz = [—(z+ ].)6_33}3 =1—(b+1e . or(b+1)e®— 0quandb — +oo
0

(I'exponentielle I'emporte surle polyndme), donc l'aire totale vaut

lim (1—(b+1)e’) =|lu.a.

b—4o00

7 — logarithme au carré X polynome

/m(lna:)2da:.U = (nz)% V' =z,doncU’ = ﬂ%,v =Lz

2 2 9] 2
/w(lnx)zdw: %(lnx)2—/%- ;xda:: %(lnx)2—/wlnmdx.
z? z?
Or /mlnwdax = ?lnaz — Z(niveau Moyen), donc
2 2 2
/m(lnw)2 dz = %(11&:1:)2 — %lnm + xZ +C.

2 2 27/
Vit [%(lnx)2 —Zlnz+ %] =z(nz)®*+zlnz—zlnz—§ +

8 — récurrence pour [(Inz)"
a)
Pourn > 1,IPPavecU = (lnz)", V' = 1({U' =

s =z(lnz)%

n(lnz)"

T

V=)

n(lnz)" !
x
z(lnz)" —nJd, 1.

Jp =z(lnz)" — /:c : dz = z(lnz)" — n/(lnar:)"1 dz =
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b)
AvecJp =z + C:

Jy=xlhx—-1-Jy=zlnz -2+ C,
Jy=z(Inz)* —2J; = z(Inz)* — 2zInz + 2z + C,
Js =z(Inz)® —3J, = z(Inz)® — 3z(Inz)? + 6zlnz — 62 + C.

9 — une IPP qui « boucle » déguisée
a)
Pourl,U = cos(lnz), V' =1(U' = —ﬂ?—wl,V = 1):

I =2xcos(Inzx) — /:13 : (—M)dx = zcos(lnz) + /sin(lna:) dz =

T
zcos(lnzx) + J.

PourJ,U = sin(lnz), V' = 1({U' = %j;—ml,v =)

J =zsin(lnzx) — /cos(ln z)dz = zsin(lnz) — I.

b)

Enreportant J dans la premiére relation:

I =zcos(Inz) + zsin(lnz) — I = 2I = z(cos(Inz) + sin(lnz)),

dou|I = g(cos(ln z) +sin(Inz)) + C. |Vérif. [£(cos(Inz) + sin(In x))}/ = 1 (cos(Inz) +

sin(Inz)) + 3(—sin(Inz) + cos(lnz)) = cos(Inz).

10 — aire entre deux courbes
a)

Pourz € [0,1],ona0 < e ® < 1,doncze @ < z(carx > 0):ladroitey = x estau-dessus de la courbe

y=xe °
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b)

L'aire vaut

1 1 1
A:/ (a:—:cex)dw:/ a:da:—/ re *dx.
0 0 0

D'une part fol zdz = §;d'autrepart,avec F(z) = —(z + 1)e 2, fol ze "dr = [—(z+ 1)6_’5}3 =
—2¢ "4+ 1=1-2e"'.Donc

A=-—(1-2¢") = u.a. |(~ 0,236 u.a.).

o IN

DN =

N | —

11 — trois IPP successives
a)
U=23V = U =322V = —e7%):

/w‘ge_’" dz = —z%e® + /3:626_‘” de = —z%e® + 3/:626_9” dz.

b)
2 —x o 2 — )
Avec [z°e *dz = —(z° + 2z + 2)e " + C:

/333€_$ de = -z’ —3(z* +2z+2)e "+ C =|—(2° +32° + 6z + 6) e * + C.
c)

[—(z® + 32 + 6z + 6)673:}, = (32> + 62 + 6)e “ + (2° + 32> + 6z + 6)e ¥ =z’ "

12 — arctangente sur un intervalle
a)

1
ParlPP(U = arctanz, V' = 1), une primitive de arctan x est x arctan = — 3 In(1 + 2?) (niveau Moyen).
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b)

Commearctan1 = Z etln(1 + 1%) = In2:

! 1 11 w1
B :/ arctanz dz = [warctan:c— §ln(1+x )} = (— — —1112) —0=
0 0

In2

T
4 2

13 — un travail mécanique

w/2
W = / x cos x dz. Une primitive de = cos x est x sin z + cos x (niveau Facile). Donc
0

s

> —1 ().

W = [LUSiIl:I?—FCOSQI}g/z: (g-1+0) —(0+1) =

14 — suite d'intégrales définies
a)
IPPavecU = 2", V' = e* (U’ = nz" 1,V = e%):

1 1
K, = [w”e””]; — / nz" le*dr = (1-e—0) — n/ " lefdr =|le—nK, ;.
0 0

b)
1

KO:/ efdr=e—1;Ki=e—1-Kp=e—(e—1)=1,Ky=e—2K; =¢e— 2.
0

c)

Sur[0,1],1 < e* < e;enmultipliantpar ™ > 0 puis enintégrantsur [0, 1] :

1 1
/ 2"dzr < K,, < e/ x" dx, soit
0 0

Comme 2= — Oet = — 0,le théoréme d'encadrementdonne lim K, = 0.
n+1 n+1 n—+00
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