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Ce document est un carnet d'exercices : ont'explique d'abordla mécanique, puis tu la travailles sur
45 exercices classés entrois niveaux. Les corrigés détaillés t'attendent en deuxieme partie, aprés la
page « Corrigés » — pas avant de |'avoir mérité.

*1. Parité : paire, impaire, ou nil'un nil'autre

3¢ LESSENTIEL [e test se fait toujours sur f (—x)

On calcule f(—x), puis oncompare :

* sif(—x) = f(x): f estpaire — courbe symétrique parrapportal'axe desy ;

* sif(—x) = —f(x): f estimpaire — courbe symétrique par rapport al origine
(0;0);

* sinon: f n'est nipaire niimpaire (le cas le plus fréquent ).

/A PIEGE

« Paire » et «impaire » ne couvrent pas tous les cas. Pour prouver qu'une fonction n'est nil'une ni
'autre, il suffit d'un contre-exemple : parexemple pour f(z) = 2z + 1, f(1) = 3mais f(—1) = —1,

done f(—1) # f(1)et f(~1) £ —f(1) = -3,

. 2
paire : = + 1
Yy

\

Y

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.2/23
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impaire : 2°
Y

A
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-2 - 1 2 X
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*2. Axe et centre de symétrie

48 L'ESSENTIEL

* Axedesymétriex = a: f(a — z) = f(a + x) pourtout z. Pourune parabole

ax® 4+ bx + ciaxexr = —%.
* Centrede symétrie (a;b): f(a — z) + f(a + =) = 2bpourtout z (invariance par

demi-tour).

Q EXEMPLE

f(z) = z® + 2admetlecentre (0;2): f(—z) + f(z) = (23 +2) + (z3 +2) =4 =2 x 2.

*3. Périodicité
f est périodique de période T'si f(x + T') = f(x) pourtout x (T = plus petit décalage > 0 quilaisse la
courbeinchangée). Le motif se répéte tousles T

s¢ LESSENTIEL périodes a connaitre

sinzetcosz:T = 2m.tanz:T = 7.sin(kz) etcos(kz): T = 2. |sinz|: T = .

O EXEMPLE

sin(2z) apourpériode T = mcarsin (2(z + 7)) = sin(2z + 27) = sin(2z).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.3/23
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Les exercices

FACILE 15 exercices
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4 (fonction constante).
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Sans calcul, donner la période de chacune des fonctions suivantes.

)

T sing;

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.4/23
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b)
T — COSZT,;
c)

T — tan x.

~
—~
&
I
&=

Parlecture graphique de la courbe ci-dessous, dire si f est paire, impaire, ou nil'une nil'autre. Justifier parla
symétrie observée.

courbe de
X f

aA

|
w
|
N
|
iy
—
o
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8

f(@) =2 +|al.

Parlecture graphique de la courbe ci-dessous, dire si g est paire, impaire, ou nil'une nil'autre. Justifier parla
symétrie observée.

courbe de
i g

A
2 4+
1 4+
] } > x
2 . 1 2
—2 1
15 exercices
Soit f(z) = ® — 6z + 5.
a)
Déterminer|'équation de I'axe de symétrie al'aide de laformule x = —%.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.5/23
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o

)
Vérifier parle calculque f(3 — z) = f(3 + ).

Pourlesfonctions cos et tan, préciserla parité etla période. Justifier brievement chaque réponse.

Soit f(z) = 2® + 2. Montrer que le point (0; 2) estun centre de symétrie de la courbe de f.

g

Montrer que f(z) = sin(2z) est périodique de période T' = .

Montrer que f(x) = % estimpaire, et en déduire un centre de symétrie de son graphe.

2r

Soit f 3"

—

z) = cos(3z). Montrer que f est périodique de période T' =

Soit f(z) = (x — 2)®. Montrer que le point (2; 0) est un centre de symétrie de la courbe de f.

g

Soit f(x) = 7. Etudierlaparité de f.

Soit f(w) = cosz + z2. Montrer que f est paire (on pourra raisonner sur la parité de chaque terme).

Soit f(x) = |cos z|. Montrer que 7 est une période de f.

Lacourbe de f(z) = x2 + 6x + 11 admet un axe de symétrie vertical.

)

Déterminerl'équationde cet axe al'aide delaformulex = — %

)

En déduire I'ordonnée du sommet de la parabole.

O

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.6/23
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Soit f(z) = 3 — 3z + 1. Montrer que le point (0; 1) est un centre de symétrie de la courbe de f.

Ondonne ci-dessous la courbe d'une fonction f.

a)

Lire I'équation de son axe de symétrie vertical.

b)

f est-elle paire, impaire, ou nil'une nil'autre ? Justifier.

courbe de f

A
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) -1 _1\\1/“/ 3
sopnet
—2 1

La courbe ci-dessous représente un signal périodique. Déterminer graphiquement sa période T'.

Y

Soit f(z) =  + sin x. Etudierla parité de f.

DIFFICILE 15 exercices

Soit f(z) = z* — 22 + 1,
a)

Montrer que f est paire.

b)

Que peut-on en déduire pourl'axe de symétrie de sa courbe ?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.7/23
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c)

Enremarquant que f(z) = (z* — 1)?, déterminerlesracines de f.

Soit f(x) = x* + 4z + 7.
a)
Déterminer|'axe de symétrie de la parabole.

b)

Ecrire f sous forme canonique a(z — a)? + 3 et en déduire le sommet.

4 4

Onposeg(x) = cos* z — sin” .

a)

Montrer que g(x) = cos(2z). Indication :cos? z + sin® z = 1.
b)

Endéduirelapériode de g.

Soit f(z) = sinz + cos z.

a)

Al'aide d'une formule d'addition, montrer que f() = /2 sin (a: + %)

b)
En déduire lapériode de f.
c)

f est-elle paire, impaire, ou nil'une nil'autre ?

Misegn'situation. Un signal est modgélisé par f(z) = [sinz|.
a)

Montrer que f est paire.

b)

Montrer que sa période est’T’ = 7 (et non 27).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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a)
Montrer que le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire.
b)

3

Endéduire laparité de h(z) = z” sin .

Pourune fonction f définie surR, onpose P(z) =
a)

Montrer que P est paire, que I estimpaire,etque f = P + I.
b)

HeHH3) o1 1) = LESCn)

Appliquera f(z) = 2% + 2z : déterminer sa partie paire P et sa partie impaire 1.

Soit f(x) = 224

z—1
a)
Déterminer le domaine de définitionde f.
b)

Montrer que le point (1; 2) est un centre de symétrie de la courbe de f.

Soit f(x) = cos® z.
a)
Al'aide delaformule cos(2z) = 2 cos® z — 1, montrerque f(z) =

b)

1+cos(2z)
5 .

En déduire lapériode de f.
c)

f est-elle paire ouimpaire ?

Soit f(z) = x® — 322 + 2.
a)

Développerg(z) = f(z + 1) etmontrer que g(z) = z*

— z.Quelle estlaparitéde g?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !

p.9/23
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b)

En déduire que la courbe de f admet un centre de symétrie dont on donnera les coordonnées.

s
a)
Déterminer le domaine de définition de f et vérifier qu'il est symétrique parrapport a 0.
b)

Montrer que f estimpaire.

Onsait que f estune fonction fmpaire. On ne connait sa courbe que sur [0 ; 4] (ci-dessous).
a)

Déterminer f(—1) et f(—3).

b)

Que vaut nécessairement f(0) pour une fonctionimpaire ?

partie connue de laycourbe de f (sur [0;4])

A (1;2)

Soit f(z) = [sinz| + |cos z|.
a)

Montrer que f est paire.

b)

Montrer que 3 estune période de f.

Montrer que la seule fonction définie sur R qui soit a la fois paire etimpaire est la fonction nulle. En déduire
qu'une fonction non nulle ne peut pas étre simultanément paire etimpaire.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.10/23
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Miseensituation. Un signal est modélisé par g(z) = 2sinz cos z.
a)

Montrer que g(z) = sin(2z).

b)

Endéduire lapériode et la parité de g.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.-11/23



DEUXIEME PARTIE

® | <

Chaque exercice repris pas a pas, niveau par niveau.
Compare tadémarche, pas seulement ton résultat.



Une seconde — avant d'ouvrir le
corrigé...

Sice carnet t'aide, rends-nous la pareille : parle de
simulationconcours.be a quelgu'un qui prépare le concours.
C'est comme ¢a qu'on peut continuer.

Ce qu'on a préparé pour toi

v Cecarnet eninteractif, avec correctionenunclic
v Lescours complets, chapitre par chapitre — gratuits
v 3100 QCMtype concours, corriges et expliques

v Desfiches derévisionaimprimer

Rejoins-nous sur simulationconcours.be

scanne le QR ou tape I'adresse — puis reviens vérifier tes réponses
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Les corrigés

FACILE 15 exercices
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— 3 =2a? — 3 = f(z).Donc f est PaITE (axe de symétrie : I'axe des ).

f(—z) = (—z)3+ (—z) = —23 — 2 = — (23 + =) = — f(x). Donc f estimpaire (centre de symétrie :

~
=.
Q
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|
8

2(—z)+1=—-2x+1.0rf(x) =2x+ let—f(z) = -2z — 1.0na f(—z) # f(x)et
—f (). Contre-exemple: f(1) = 3, f(—1) = —1.Donc f n'est ni paire niimpaire.
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|—z| = |z| = f(x).Donc f est paire.

( r) =22 —2.0rf(x) = 2*> + zet— f(z) = —z% — z.Niégalité. Contre-exemple

0:f(—1) # f(1)et f(—1) # —f(1) = —2.Donc f n'est ni paire niimpaire.

< =
f\l
Za
I
[\&]
ks’?
/\
\_/
v

~
0N
8
N—r
I
|
0N
8
N—r
[\
+
I
|
|
8
+
I
|
~~
—
N—
O
®]
>
0
~
D
n
—
)
x
®
o
®
)
<
3
O
=
®
o
x
®
o
®
w
s

f(—z) = (—z)% — (—2)3 = —2° + 23 = —(2° — 23) = — f(z). Donc f est Fpaire.

&h
0N
8
~
I
w
0N
8
~
I
|
w
8
|

—f(x).Donc f estimpaire.

kh

n
8

N—"
I
W
I

f(x): f estpaire. (Une fonction constante non nulle est paire mais pas impaire, car4 # —4

.E

-

0N
8

N—r
[

—z)|—z| = (—z)|z| = —z|z| = — f(z). Donc f estimpaire.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.14/23
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a)
sin: périodeT = 2.
b)
cos:périodeT = 2.
c)

tan:périodeT = m(etnon 2m).

~
—~
|

8]
S
I
[N Lo
[V

I
8
I

f(x).Donc f est paire.

La courbe est symétrique parrapport al'axe des ordonnées (x = 0): f est paire.

-

0N
8

N—
[

(—z)%* + |—z| = 22 + |z| = f(z).Donc f est PaITe.

La courbe est symétrique par rapport al'origine (0; 0) : g est impaire.

15 exercices

f(xz) = 2> — 6z + 5,donca = 1,b = —6.
a)

Axe de symétrie:x = —% = —%6 = .
b)

fB—z)=B-2)?-68—2)+5=9—6x+2>—18+6x+5=2x?—4.
fB+z)=0B+z)?-68+z)+5=9+6x+2>—18—6x+5=2x?—4.
Lesdeuxsontégaux: f(3 — x) = f(3 + z),I'axe x = 3 est bien axe de symétrie.

* cos:pairé carcos(—x) = cos x ; péfiode T = 27 carcos(z + 27) = cos .

sin(—z) _ —sinz
cos(—z) ~  cosz

° tan:impaire cartan(—x) = — tanx ; période T' = 7 (etnon 27)

cartan(z + 7) = tan .

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.15/23
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Onteste f(0 — z) + f(0 + x) = 2baveca = 0,b = 2:
f(=z) + f(=)
Larelation f(a — z) + f(a + =) = 2bestvérifiée avec (a; b) = (0; 2) : (0; 2) est un CERtrEdEsymetrie.

f(z +m) =sin (2(z + 7)) = sin(2z + 27) = sin(2z) = f(z) pourtoutz. Donc f est périodique et
estune période. C'estla plus petite: .

1

f(—z) =L = -1 =_f(z): f estimpaire. Une fonction impaire admet'origine (0; 0) pour centre de

—Z

(—2)*+2) + (2 +2) = —a® +2+a° +2=4=2x2.

symeétrie ; le graphe de % (hyperbole) est donc symétrique parrapporta O.

Pourtoutx, f(z + &) = cos(3z + 2m) = cos(3z) = f(z). Donc & estune période ; c'est la plus petite

2
|lr== .(Régle : cos(kx) a pourpériode 2 ici k = 3.)

3

Onteste f(2 — z) + f(2 + ) = 2bavecle centre candidat (a; b) = (2;0):

fC-2)+f2+2)=2-2z-2°+2+z-2)°=(—2)’+2° = —2° + 2°
2 x 0.

I
o
I

Larelation est vérifiée pour tout z : (2; 0) est un CERtre desymetrie.

e Rl it i —f(z).Donc f estimpaire.

~
|
8]
S

f(—z) = cos(—z) + (—z)? = cosx + x2 = f(x).Donc f est paire. (Somme de deux fonctions paires,
cosetx — x2:lerésultat est pair.)

f(z + m) = |cos(z + )| = |- cosz| = |cosz| = f(x) pourtoutxz. Donc 7 est une période de f.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.16/23
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f(z) =2+ 6z +11,a=1,b=6.
a)

—[-3]

Ordonnée dusommet: f(—3) = (=3)2+6 x (—=3) +11 =9 — 18 + 11 = . Sommet (—3;2).

Onteste f(—x) + f(x) = 2bavec (a;b) = (0;1):

f(=z)+ f(z) = ((—2)* = 3(—2) + 1) + (z* -3z + 1) = (—2° + 3z + 1) + (2° —
3z4+1)=2=2x1.

Donc (0; 1) est un €entre de symétrie.

a)
Le sommet a pourabscisse 1: I'axe de symétrie est.
b)

L'axe de symétrie n'est pas |'axe des ordonnées (x = 1 # 0) etla courbe n'est pas symétrique par rapport
al'origine : f n'est ni paire niimpaire.

Le motif (une « dent ») se reproduit a l'identique tous les 2 unités d'abscisse : .

~

(—z) = (—z) +sin(—z) = —z —sinz = —(z + sinz) = — f(z). Donc f estimpaire. (Somme de
deux fonctionsimpaires, T — x etsin.)

DIFFICILE 15 exercices

Q
~

(—z)t —2(—z)> +1=2'— 22+ 1 = f(x): festPalre.

g =
|
8
D
I

Une fonction paire est symétrique parrapport al'axe des ordonnées : |'axe'de'symeétrieestz — 0.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.17/23
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c)

flz)= (x> —1)>=0< 2> —1=0<« z = +1.Racines:|z = —1 et = 1{(chacune double).

flz)=2*+4z+T7Ta=10b=4

b)
Forme canonique:z? + 4z + 7= (z +2)? =4+ 7= (z + 2)? + 3.Donc f(z) = (z — (—2))* + 3,

sommet (—2; 3) . (Cohérent : abscisse dusommet = —2 = axe de symétrie.)

)

On factorise la différence de deux carrés:

4

cos? z — sin?

2

z = (cos® z — sin® z)(cos® z + sin® z).

Orcos? ¢ + sin? z = 1etcos? z — sin? 2 = cos(2z) (formule de duplication). Donc g(z) = cos(2z).

b)

cos(2x) apour période 2?” = m.Donc .
a)

Formule d'addition : /2 sin(a: + j{) = ﬁ(sinxcos = 4 coszsin j{) = \/ﬁ(sinw . ‘/75 +coszx -
3§> = sinz + cosz = f(z).

b)

sin (:13 + %) apourpériode 27 ; le facteurv/2etle décalage 7 ne changent paslapériode. Donc

c)
Ontesteenx = %:f(%) =/2 sin(%) = +/2, tandis que f( — %) = 1/2 sin(0) = 0. Comme
f(—=3%) = Ovautni f(5) = v2ni—f(5) = —/2,lafonction f n'est ni paire niimpaire.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.18/23
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a)

f(—z) = [sin(—z)| = |-sinz| = [sinz| = f(z): f estpaire.

b)

f(z 4+ 7) = |sin(xz + 7)| = |—sinz| = [sinz| = f(x): 7 estune période. Elle est plus petite que 27 : la

valeur absolue «replie » les arches négatives du sinus vers le haut, ce qui double la fréquence apparente.
Donc|T = ]

f(z) = |sinz| — période =

a)

Soitu et v deuxfonctionsimpairesetp = uwv. Alors
p(—z) = u(-z)v(—z) = (—u(z)) (- v(z)) = u(z) v(z) = p(z).

Donc p est paire.
b)

x — x3 etz — sin x sontimpaires : leur produit h est donc pair. Vérification: h(—z) =

(—z)3sin(—z) = (—2®)(—sinz) = 23

a)
P(—z) = {E88@ — p(z): Pestpaire.

2
I(~z) = [2206) — _f@)its)

Enfin P(z) -+ I(x) — (f(w)+f(m));(f(w)f(w)) _ 2 _ f(s)

sinz = h(z).

—I(z): I estimpaire.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.19/23
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b)
Ici f(—z) = (—z)® + 2(—z) = 2° — 2z.Donc
(22 + 2z) + (2% — 2x) 5 (22 + 2z) — (2% — 2x)

P(x) = 5 = z°, I(z) = = 2z.

Partie paire ;| P(z) = z |; partieimpaire: | I(z) = 2z |

a)

Le dénominateurz — 1s'annuleenxz = 1: Dy = R\ {1}.

b)

Prenons le centre candidat (a; b) = (1;2). Pourtoutt # 0

2(1+1¢ 1 2t + 3 3 2(1—t 1 3— 2t
e+l 248, 8 o, 21-0+1 3-2
(1+1t)—1 t t (1—1t)—1 —t

2 — —.
t

Donc f(1—t) + f(1+1) = (2—2) + (2+ 2) = 4 = 2 x 2:(1;2) est un EEAErE dE SYMETHE.

F1+8) =

a)
De cos(2a:) =2 COS2 x — 1lon tire2c052 z=1-+ COS(2£E), d'ou C082 > — 1+co2s(2a:).
b)

cos(2:r) apour période 27” = 7 ; ajouterla constante 1 puis diviser par 2 ne change pas la période. Donc

]
c)
f(—z) = cos?(—z) = (cosz)? = cos? x = f(z): f est PHITe.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.20/23
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a)
g(z)=f(z+1)=(z+ 1) —3(z + 1)*> + 2(z + 1). Endéveloppant :

(2 + 32> +3x+1) -3 +2z+ 1)+ (22 +2) =2* + 32> + 3z + 1 — 32> — 62 —
3+2x+2=2a—uz.

Commeg(—z) = (—z)® — (—z) = -2 + z = —(2* — z) = —g(x), g est HpPaME.

b)

gimpaire est symétrique parrapport al'origine. Orla courbe de f se déduitde celle de g parune
translation de 1 vers la droite : le centre de symétrie de f estdonc (15 g(0)) = (1; f(1)).Comme
f(1)=1-3+2=0,lecentreest|(1;0) |

)

f existe si et seulement si }Jj—z > 0,c'est-a-dire =1 < & < 1.Donc Dy =] — 1;1],intervallecentréen0:

il est symétrique parrapporta .
b)

Pourtoutz € Dy

Donc f est impaire.

a)

La courbe donnéeindique f(1) = 2et f(3) = —1. Comme f estimpaire, f(—x) = — f(x), donc
F) = —f @) =[2]et£(-3) = —£(3) =[1]

b)

Pourz = 0, I'imparité donne f(—0) = — f(0), soit f(0) = —f(0),d'ou2f(0) = Oet| f(0) = 0|

a)
f(—z) = [sin(—=z)| + |cos(—z)| = |—sinz| + |cosz| = |sinz| + |[cosz| = f(x): f est Paire.
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b)

flz+ %)= ‘sin(m—i— ;—r)‘ + ‘cos(m—l— g)’ = |cos z| + |—sinz| = [cos z| + [sinz| = f(z).Donc §

estune période de f.

Supposons f paire etimpaire. Alors pourtout x : f(—z) = f(x) (parité) et f(—x) = — f(z) (imparité). En
égalantlesdeux: f(z) = — f(x),donc2f(z) = 0, soit f(x) = 0 pourtout z. La seule fonction ala fois
paire etimpaire est donc la fonction nulle. Par conséquent, dés qu'une fonction prend une valeur non nulle
enun point, elle ne peut pas étre simultanément paire et impaire.

a)

Formule de duplication:sin(2x) = 2sin x cos . Donc g(z) = sin(2z).

b)

sin(2z) apour période & = 7:| T = r|.Deplus g(—z) = sin(—2z) = —sin(2z) = —g(z), donc gest
impaire.

g(z) = sin(2x) — période 7

Y
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