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Ce document est un carnet d'exercices : ont'explique d'abordla mécanique, puis tu la travailles sur
43 exercices classés entrois niveaux. Les corrigés détaillés t'attendent en deuxieme partie, aprés la
page « Corrigés » — pas avant de |'avoir mérité.

\

(
MEMO Theme 1 — Notations, lecture graphique & calcul direct

Mécanique travaillée : /ireune notation de limite, calculerune limite par remplacement direct quand la
fonction est définie, distinguer limite a gauche et limite a droite, et relier tout cela ala continuité enun
point (et alalecture d'un graphe).

1. Queveutdire« lim f(x) = £»?

T—XT

Etudier une limite, c'est répondre a: « vers quelle valeur se rapproche f(m) quandx serapproche de la

cible ?» La cible est soit unnombre x¢, soit +00, soit —oo. On ne demande pas forcément la valeur aupoint
:onregarde le comportement autour.

S# LESSENTIEL décoder/anotation

Dans lim f(z) = ¢:

T—XT)

* cequiestsouslelim(z — x()indiqgue commentbouge la variable ;

* lerésultat adroite (/) est lavaletr-cible de f(x) : unréel, ou +00, ou —oo0.

\
2. Calcul direct parremplacement

La plupart des fonctions usuelles (polyndmes, sin, cos, exp, In, /, et les quotients /a ot le dénominateur ne
s'annule pas) sont continues surleurdomaine. Pour elles, calculer lim f(x)aveczg € Dy revient

T—x
simplement a remplacer x par .
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Y= METHODE ca/cul direct d'une limite en un point du domaine
1 Vérifier que zg appartient au domaine D (pas de division par 0, pas de racine de
négatif...).

2 Remplacerchaque x par xg et calculer.

r
Q EXEMPLE remplacementimmédiat
2
lim(2z> -5z +1) =2-3°—5-3+1=18—-15+1 =4, lim £ 2 —
z—3 z—0 3
0+2 2
3 3

Les propriétés des limites (lalimite d'une somme estla somme des limites, celle d'un produit le
produit des limites, celle d'un quotient le quotient sile dénominateur ne tend pas vers0) justifient ce
remplacement.

3. Limite a gauche et limite a droite
Parfois f ne se comporte pas pareil selon le c6té d'ou I'on arrive. On note :

lim f(z) (parladroite, z > z), lim f(z) (parla gauche, z < x).

T—T x—)aza

(
s+ LESSENTIEL exjstence d'une limite globale

f posséde une limite (globale) en x si et seulement siles deux limites latérales existent et sont
égales:

lim f(z) = lim f(x) = f posséde une limite en .
T—x) m—)mg

Sielles different, f n'a pasde limite en zy.

\

4. Lien avec la continuité (lecture d'un graphe)

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.3/39
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s~ LESSENTIEL trojs situations en un pointx

* Limite qui existe (mais z( ¢ Dy¢):lacourbe «pointe » vers une valeur, représentée
parun rond ouvert(untrou).

* Continuitéenz((aveczy € Df) :les deuxlimites latérales sont égales etvalent

f(xo): lim f = lim f = f(x().Lacourbe passe parle point, sans saut nitrou.
=T, :v—mg

* Continuité d'un seul c6té : une seule limite latérale colle a f(xg) ; la courbe
présente un saut.

limite existe

saut
A (trou) A continue en xg

(continue a droite)

|
- > T - > T ‘
Zo Zo Zo

\J
S

(
/\ ATTENTION ne pas confondre « valeur » et « tendance »

La limite décrit une tendance: elle peut existerméme la ou f n'est pas définie, et peut différer de
f(x) lorsque la fonction fait un saut. Toujours vérifier les deuxcdtés avant de conclure qu'une limite
globale existe.

(
Q asTUcE réffexe de départ

Face aune limite enun point: on remplace d'abord. Sile remplacement donne un nombre « franc »
(sans division par 0, sans racine interdite), c'est fini. Sinon, on passe aux techniques des thémes

suivants (regle ¢, terme dominant, conjugué, I'Hospital).

\
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simulationconcours.be Carnetd'entrainement — Notations, lecture graphique, calcul direct & continuité

Les exercices

15 exercices
calcul direct par remplacement

Toutes ces fonctions sont définies au point visé. Calculer chaque limite enremplagant x parla cible.

a)
lim (3z° — 2 + 4)

b)
2¢ +5

minfll x2 4+ 3

c)

I

(Ve 2)

d)

lim (x3 + 2z — 7)

z—0

lire et écrire une notation

a)

Traduire enune phrase: lim f(z) = 3.
T—+00

b)

Traduire enune phrase: lim f(z) = —oo.
T—27

c)

Ecrire avec le symbole lim : «lorsque z se rapproche de 5 parla droite, g(z) tendvers 0 ».

limites a gauche et a droite d'une fonction par morceaux

Soit f définie par
f(z) r+1 six <2,
€Tr) =
3r—2 sixz > 2.
a)
Calculer lirgl f () (on utilise le morceau valable pour z < 2).
T—2~

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.5/39
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b)

Calculer lin21+ f () (on utilise le morceau valable pour z > 2).
T—
c)

Les deux résultats sont-ils égaux ? f a-t-elle une limite (globale)en 2 ?

lecture graphique

Lacourbe de f est donnée ci-dessous. Lire graphiquement les limites demandées.

a)
lim f(z) =7

T—r+00
b)
lim f(z)="

T——00

c)
lim f(z) =7

z—0

vérifier une continuité
. oz
Soitg(z) = L.
a)
Le pointxy = 1 appartient-ilau domaine de g ? (le dénominateur s'annule-t-il ?)

b)

Calculerlim g(z) etlavaleur g(1).

rz—1
c)

En déduire si g est continue en 1 (comparer la limite et g(1)).

calcul direct : polyndmes et quotients définis

Chaque cible appartient au domaine. Calculer parremplacement.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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a)

lim (z* — 2z 4 5)
r—3
b)

. dx + 7
xi>n;12 $2 -+ 1

c)

lim (5 — 3z + x2)
rz—1

d)

. 7T—2x

lim ——

z—0 x +4

calcul direct avec une racine carrée

Lesradicandes sont positifs au point visé. Calculer.

a)

lim ﬁ
z—16 2

b)

lig (Ve -a)
c)

lini V3z +1
r—

d)

lirr% vVzz+5
z—

traduire une notation en une phrase

Traduire chaque écriture par une phrase en frangais courant.
a)
lim f(xz)=0

b)
lim f(z)=5

z—3+
c)

wginoo f(x) -

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.7/39
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écrire une limite avec le symbole lim

Traduire chaque phrase par une écriture utilisant le symbole lim.
a)

«Lorsque z tend vers 4, h(x) serapproche de 7. »

b)

«Lorsque x devient trés grand négatif, f(x) tendvers 2. »

c)

«Lorsque z s'approche de 0 parla gauche, g(z) tend vers +00. »

limites latérales d'une fonction par morceaux
Soit f(z) =
2x-1& six<3,x+2 & six 3.

a)

Calculer 1iI§l f(x) (morceau valable pourz < 3).
T3~

b)

Calculer lim f(z) (morceauvalable pourz > 3).
z—3t

c)

Les deuxrésultats sont-ils égaux? f a-t-elle une limiteen 3 ?

continuité d'un polynéme en un point
Soit f(z) = x? — 3z + letlepointzy = 2.
a)

Calculerlavaleur f(2).

b)

Calculerflciig (z).

c)

En comparant, f est-elle continueen2?

vérifier une continuité : fonction rationnelle

Soit g(z) = £ etlepointzy = 3.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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a)

Le dénominateurs'annule-t-ilen 3 ? Le point 3 appartient-ila Dy ?
b)

CaIcuIer}:ig% g(x)etlavaleurg(3).

c)

En déduire si g est continue en 3.

lecture graphique : asymptote horizontale

La courbe de f est donnée ci-dessous. Lire les limites demandées.

a)
lim f(z)="

T—+00
b)
lim f(x) =7

T——00

c)
lim f(z) =?

z—0

peut-on remplacer directement ?

Sans calculerlalimite, dire sile point visé appartient au domaine (donc sile remplacement direct est
légitime). Justifierenune ligne.

a)

R A |
lim

=21 —bH
b)

o xx+1
lim
=5 — b
c)
135‘1‘/"”3

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.9/39
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d)
lim v +3
r——4

lecture graphique : un saut

La courbe de f présenteunsautenz = 1 (rond plein, rond ouvert). Lire les limites.

3y /

// ‘ z
a)
Lire liﬁr{{ f(x).
b)

Lire lim f(x) ainsiquelavaleur f(1) (rond plein).
z—1+

c)

f a-t-elleune limite en 1 ? Justifier.

15 exercices

calcul direct avec fonctions usuelles

Chaqgue point est visé dans le domaine. Calculer.
a)
lim (e” + 3 cos z)

z—0

b)

. Inz+2
lim —
=1 xr+1

c)

i:n% (2 sinx — a:)

d)
. VT —1
lim ——

z—=9 p —5h

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.10/39
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raccord de deux morceaux
Soit f(x) =
X"2+1 & six1,4x-2 & six>1.

a)

Calculer lim f(z)et lim f(z).
z—1- T—1t

b)

f possede-t-elle une limite en 1 ? Si oui, laquelle ?

c)

f est-elle continue en 1 ? (comparer avec f(1)).

ajuster un paramétre pour la continuité

Soitkunréelet f(z) =

2x+k & six<3,x"2 & six 3.

a)

Exprimer lim f(z)enfonctiondek, puis lim f(z).
3" z—3"

b)

Déterminer lavaleur de k pour que f soit continue en 3.

lecture graphique fine

La courbe de f comporte unrond plein et unrond ouvert au voisinagede x = 1.

Y

27/0

‘ X
) -1 i 2 3
a)
Lire lim f(z)et lim f(x).
z—1" z—1"
b)

Quelle estlavaleur f(1) (rond plein) ?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.11/39
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c)

f est-elle continue en 1 ? a gauche ? a droite ? Justifier.

vrai / faux justifié

Dire sichaque affirmation est vraie ou fausse, en une ligne de justification.

a)

Si lim f(z) = lim f(x),alors f estcontinue en z.
T—=x, m%xg

b)

Une fonction peut avoirune limite en x( sans étre definieen .

c)

Si f estcontinue enxg, alors lim f(z) = f(xo).
T—T

calcul direct : exponentielle, logarithme, trigonométrie

Chaque point est dans le domaine. Calculer.

a)

lim (e** + 2 cos )

z—0

b)

. Inz+=z

lim ———

z—1 x4+ 1

c)

lim (2sinz + 1)

%

d)

. Inz

lim —

T—e
raccord qui ne se fait pas
Soit f(z) =

X+3 & Six<2,x"2 &six 2.
a)

Calculer lim f(z), lim f(x)etlavaleur f(2).

T2~ r—2F

b)

f possede-t-elle unelimiteen2?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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c)

f est-elle continue en 2 ? continue a droite ? Justifier.

ajuster un coefficient pour la continuité
Soita € Ret f(z) =

ax-1&six2,x"2+x & six>2.

a)

Exprimer lirg f(z) (quivaut aussi f(2)) enfonction de a, puis 1in21 f(=).
T—27 T2

b)

Déterminer lavaleur de a pour que f soit continue en 2.

lecture graphique : un trou

La courbe de f ci-dessous présente un trou(rond ouvert)enx = 1: f n'est pas définieen 1.

Y

[1 1 2 3 4
a)
Lire lim f(z)et lim f(z).
z—1" z—1"
b)

f possede-t-elle une limite en 1 ? Laquelle ?

c)

f est-elle continue en 1 ? Justifier.

vrai / faux justifié

Dire sichaque affirmation est vraie ou fausse, avec une courte justification.

a)

Si f(xo) existe, alors lim f(z) existe.
T—T

b)

Si lim f(z) = lim f(x) = f(=0), alors f est continue en z.
T—=x, w%xg

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.13/39



simulationconcours.be Carnetd'entrainement — Notations, lecture graphique, calcul direct & continuité

c)

Un polynéme est continu en tout point de R.

caleul direct : quotients définis

Chaque dénominateur est non nul au point visé. Calculer.

a)

. e’
lim
z—0 COS
b)

. sinzx
lim
z—% COST
c)
D142
lim
z—0 e?
d)

. cosS T
lim

z—2 1+sinx

limite et valeur : comparer
Soit f(x) =

2x+1&six1, 5 &six=1.

a)

Calculerlim f(x).

rz—1

b)
Donnerlavaleur f(1).

c)

f est-elle continue en 1 ? Justifier en comparant lalimite et f(1).

notations et asymptotes
a)

Traduire lim+ f(x) = 400 parune phrase, puis nommer 'asymptote correspondante et donner son
z—2

équation.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.14/39
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b)

Traduire lilf f(:z:) = 3 parune phrase, puis nommer I'asymptote correspondante et donner son
T—r+00

équation.
c)

Une fonction peut-elle admettre deux asymptotes horizontales distinctes ? Justifier.

fonction a trois morceaux
Soit f(x) =
X+2 & six<0,2 & six=0,x*2+3 & six>0.

a)
Calculer lim f(z)et lim f(z).

z—0" z—0"

b)
f posséde-t-elle une limiteen0?

c)

f est-elle continue en 0 ? continue a gauche ? Justifier.

lecture graphique : une branche infinie

La courbe de f ci-dessous posséde une asymptote verticale. Lire les limites demandées.

Y

N

j
: :
S
V)
w
S

a)

Lire wli_g{ f(x)et wli_>1{1+ f(x).

b)

Quelle estlanature de ladroite x = 1 pourlacourbe ?

c)

Lire lim f(z)et lim f(x);nommerl'asymptote correspondante.

T—+00 T——00

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.157/39
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DIFFICILE ) 13 exercices
une fonction & deux paramétres

Soita etbdeuxréels et

ar+1 siz <2,
flx)=<3 siz =2,
l:z:2—|—b siz > 2.

a)

Exprimermliﬁrgi (z)et mli%rgl+ (z) enfonctionde aetb.

b)

Ecrire laconditionsura etb pour que f posséde une limiteen 2.

c)

Ecrire la (les) condition(s) supplémentaire(s) pour que f soit continueen 2.
d)

En déduire toutes les paires (a, b) rendant f continue en 2, puis donner un exemple numérique.

lecture graphique compléte

Ondonne ci-dessous la courbe d'une fonction f (ronds pleins et ouverts, asymptotes en pointillés).

y :
3T [
2| |
y=1 :
_______________________ T
‘ i | z
—4 -2 2 4
—1 4 1
o
RS 2
a)
Donner lim f(z)et lim f(x), etnommerl'asymptote correspondante.
T—-+00 r—r—00
b)
Donner lirgl f(a:) ; que peut-on enconclure surl'asymptote verticale ?
T—2a
c)
Donner lim f(x) etlavaleur f(2) (rond plein).
T—2

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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d)

f possede-t-elle une limite en 2 ? est-elle continue en 2 ? a droite ? Justifier chaque réponse.

mise en situation : un tarif par paliers

Une clinique facture une consultation selonla durée t (en minutes). Le montant M(t) (eneuros)est:

30 si0 <t <20,
M(t) =
30+2(t—20) sit> 20.
a)
Calculer lim M (¢)et lim M(t).
1—20~ t—20"
b)

La fonction montant est-elle continue ent = 20 ? Interpréter concrétement (le tarif « saute »-t-il ?).
c)

Méme question au pointt = 20 sil'onremplace le second morceau par 35 + 2 (t — 20) : lafacturation
présenterait-elle un saut ? de combien d'euros ?

deux paramétres et une contrainte

Soita,b € Ret f(z) =

ax+b &six2,x"2+1 & six>2.

Onveutquefsoitcontinueen2 etquelabranchedegauchepasseparlepoint(0 ;3).
a)

Traduire «la branche de gauche passe par (() ; 3) » parune équation portant sura et b.
b)

Exprimermlij;{ f(z)(quivaut f(2))et lim f(x)enfonctiondea,b.

2T
c)

Ecrire la condition de continuité en 2.
d)

En déduire (a, b), puis vérifier.

continuité en deux points de raccord

Soita,b € Ret

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.17/ 39
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r+1 six <O,
flx)=q22+1 si0<z <2,
ar+b sixz > 2.

a)

Etudierla continuité en0: calculer lim f(z), lim f(z)et £(0).
z—0" z—0"

b)

Ecrire la condition de continuité en 2 (relationentre a et b).

c)
Onimpose deplus f(3) = 6.Endéduireaetb.

mise en situation : impot par tranches

L'imp6t I (eneuros)dl surunrevenu r (en euros) est
0 si0 <r <10000,

I(r) = { 0,1 (r — 10000) si 10000 < 7 < 25000,
1500 + 0,2 (r — 25000) sir > 25000.

a)

Calculer lim I(r)et lim I(r):lebaréme est-ilcontinuen10000?
r—+10 000~ r—+10 000+

b)

Calculer lim I(r)et lim I(r):lebaréme est-ilcontinuen25000?
r—+25000~ r—+25000*
c)

Interpréter: le montant de I'imp&t fait-il un « saut » quand on franchit un seuil ?

continuité selon la valeur d'un paramétre
Soitm € Ret f(x) =

X*2 & six1, mx+2 & six>1.

a)
Calculer lim f(z)et f(1).

r—1-

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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b)

Exprimerggli_{{l+ f(z) enfonctiondem.

c)

Déterminer m pour que f soit continueen 1.
d)

Pour toute autrevaleurde m, f est-elle au moins continue a gauche en 1 ? Justifier.

lecture graphique compléte

On donne ci-dessous la courbe d'une fonction f (rond plein, rond ouvert, asymptotes en pointillés).

a)

Donner lim f(ac) et nommer|'asymptote correspondante (avec son équation).
T—-+00

b)

Donner 1iI{)1+ f(z);qu'endéduit-onsurladroitex = 0?
T—

c)

Donner 1iII([)l f(x) (rond ouvert) et lavaleur £(0) (rond plein).
r—U—

d)

f possede-t-elle une limite en 0 ? est-elle continue en 0 ? a droite ? Justifier chaque réponse.

limite, puis continuité : deux exigences distinctes
Soitc € Ret f(z) =
2x+C & six<0,1& six=0,x"2+4 & six>0.

a)

Exprimer lim f(z)et lim f(z)enfonctiondec.
z—0~ z—0T

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.19/ 39
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b)

Pour quelle valeur de cla fonction f posséde-t-elle une limiteen 0 ?

c)

Pour cette valeurde ¢, f est-elle continueen 07 Justifieren comparant a f(0).
d)

Toujours avec cette valeur de ¢, quelle valeur faudrait-il donner a f(0) pourrendre f continueen0?

synthése : vrai / faux justifié

Pour chaque affirmation, répondre Vfai ou FalX et justifier (preuve courte ou contre-exemple).
a)

Si f et g sont continues enx, alors f + g estcontinue en x.

b)

Si lim f(x)existe, alorszy € Dy.

T
c)
Si f est continue a gauche eta droite en x, alors f est continue en x.
d)

Si lim f(x) = lim f(z),alors f estcontinue enx.
x| w%m&

continuité d'une fonction avec valeur absolue

Soit f(z) = |z — 2| + 1.

a)

Ecrire f sous forme d'une fonction définie par morceaux (selon le signe de x — 2).
b)

Calculermli%rgli f(;v),mlij% f(z)et £(2).

c)

f est-elle continue en 2 ? Justifier.

quelle valeur donner au point ?

On considére lafonction g définie pour toutx # 2 par g(x) = 3x — 1,lavaleur g(2) restant a fixer.

a)
Calculerlim g(z).

r—2
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b)
Quelle valeur faut-il donner a g(2) pour que g soit continue en2 ?
c)

Sil'onpose au contraire g(2) = 10, g posséde-t-elle une limite en 2 ? est-elle continue en 2 ? Expliquer la
différence entre « avoir une limite » et « &tre continue ».

synthése : lire un tableau de limites

Ondonne, pourune fonction f, les renseignements suivants en trois points.

point xlgilo f zlffg f f(zo)
-1 2 2 2
0 1 3 1
1 4 4 7
a)
En quel(s) point(s) f possede-t-elle une limite? Donner sa valeur.
b)

En quel(s) point(s) f est-elle continue?

c)

Aupointzg = 0, f est-elle continue a gauche ? a droite ? Justifier.
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Les corrigés

15 exercices
calcul direct par remplacement

Onremplace directement x parla cible (les fonctions sont définies au point).
a)

lim(3z® ~z +4) =3-4-2+4=12-2+4=[14]

T—

b)

2 5 2(—1 5 3 3
xligll mf j: 3 = ((_1)2) 13 =1= (Ie dénominateurvaut4 = 0).
c)
lim(yv/z 4+ z) = V4 +4 = 2+4:|E|.
r—4
d)

i 3 — = — = | —
lim(a® + 22 ~7) = 0+0-7=[-7]
lire et écrire une notation
a)

«Lorsque x devient de plus en plus grand (tend vers +00), f(a:) serapproche de 3. » (Géométriqguement :
ladroite y = 3 est asymptote horizontale.)

b)

«Lorsque x se rapproche de 2 parla gauche (par valeurs inférieures a 2), f(ac) devient de plus en plus grand
envaleurnégative, c.-a-d. tendvers —oo. »

c)
lim g(z) = 0.

T—5t

limites a gauche et a droite d'une fonction par morceaux

a)
Agauchede2onaz < 2,donc f(z) =z + 1: lim f(z) =2+ 1=3.
2"
b)
Adroite (eten2)onazx > 2,donc f(z) = 3z — 2: 1iI£l+ (x)=3-2—-2=4.
T—
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c)

Les deux limites latérales sont différentes(3 # 4): f n'apas de limite (globale) en 2. (La courbe présente

un saut de hauteur 1))

lecture graphique

La courbe se rapproche de la droite y = 2 aux deux bouts, et passe parl'origine.

a)
lim f(z)=2.

T—r+00
b)
lim f(z) =2

xr——00
c)

liII(l) f(z) = 0(lacourbe passe parle point (0, 0), sans trou ni saut).
T—

vérifier une continuité

z2—1

g(x) - z+3
a)

Enzo = 1,ledénominateurvautl +3 =4 # 0:donc 1l € Dy et gestdéfinieenl.

b)

12 -1 0
:Z:O,etg(l):E =0.

I =
mme@) =1

c)

Lalimite (0) est égale a g(l) (0): gestcontinueen 1. (C'est le cas général d'une fonctionrationnelle enun

point ou le dénominateur ne s'annule pas.)

calcul direct : polyndmes et quotients définis
a)
lim(z® — 22 +5) =9 — 6 + 5 =[8].

z—3

b)

dx+7 4(-2)+7 -1

lim — = | —= |[(dénominateur # 0).

[SA N

2224+ 1  (=2)24+1 5
c)
lim(5 — 3z +2?) =5 -3 +1=|3]

z—1
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d)
7-22 7-0 [7

lim = =| -
=0 x+4 0+4 -

calcul direct avec une racine carrée

lim (vz —z) =v25 —25 =5 — 25 = —20],

lim 3z +1=v3-1+1=v4=|2]
d)
lim \/z? +5 = v4+5=1+0=3]

traduire une notation en une phrase
a)

«Lorsque x devient de plus en plus grand en valeur négative (tend vers —oo), f () se rapproche de 0. » (La
droitey = 0 estasymptote horizontale.)

b)
«Lorsque x se rapproche de 3 par/a droite(par valeurs supérieures a 3), f(:z:) tendvers H.»
c)

«Lorsque z devient de plus en plus grand (tend vers +00), f () décroit sans borne, c.-a-d. tend vers —oo.

»

écrire une limite avec le symbole lim
a)
limh(z) =17.

z—4

b)
lim f(z)=2.

T——00
c)
lim g(z) = +o0.

z—0"
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limites latérales d'une fonction par morceaux

a)

Agauchede3onaz < 3,donc f(z) = 2z — 1:mli%r§17 f(z)=2-3—-1=5.
b)

Adroite (eten3)onazx > 3,donc f(z) = = + 2::}5:% f(z)=3+2=5.
c)

Les deuxlimites latérales sont égalesa 5 : f possédeunetimiteen 3, et lim3 f(z) =5.
T—

continuité d'un polynéme en un point
a)
f(2):22—3-2—|—1:4—6+1:—1.
b)

ling(a:2 —3x+1)=4—6+ 1= —1(unpolyndbme se calcule parremplacement direct).
T—

c)
Lalimite(—1)estégalea f(2) (—1): f estcontinue en 2. (Tout polynéme est continu en chaque pointde R

)

vérifier une continuité : fonction rationnelle

a)

Enzo = 3,le dénominateurvaut3 — 1 = 2 # 0:donc 3 € D, et gest définieen 3.
b)

- 3+4 7 344 _ 7

glclgz}}g(%) ~ 3.1 §,etg(3) =31~ 2

c)

Lalimite (g) estégaleag(3) (g) . gestcontinueen’s.
lecture graphique : asymptote horizontale

La courbe colle aladroitey = 1 auxdeux bouts et culmineen (0;2).
a)
lim f(z)=1.

T—+00
b)
lim f(z)=1.

T—r—00
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c)

lin% f(x) = 2(lacourbe passe parle point (0 ; 2), sans trou ni saut).
T—

peut-on remplacer directement ?

a)

En2,le dénominateurvaut2 — 5 = —3 # 0:6W,2 € Dy, leremplacement estlégitime.
b)

En5, le dénominateurvaut5 — 5 = 0:0R, 5 ¢ D (division par 0).

c)

En—1,onaz + 3 = 2 > 0.6, laracine est définie, remplacement légitime.

d)

En—4,0onaz + 3 = —1 < 0:RA0A, racine d'un nombre négatif, —4 ¢ Dy.

lecture graphique : un saut

a)

La branche de gauche arrive au niveau 1 (rond ouvert): lim f(a:) =1.
rz—1"

b)

La branche de droite part du niveau 3, avec le rond plein:: lir?+ f(z) =3etf(1) =3.
T—

c)
Les deux limites latérales different (1 # 3): f R*apas delimité en 1 (saut de hauteur 2).

15 exercices
calcul direct avec fonctions usuelles
a)
:lrii%(ex +3cosz) =€’ +3cos0=1+3 :.
b)
limlnx-l—2 ~In1+2 0+2 :.

el z+1 1+1 2
c)

S T
lim(2sinx—az):2sm——§:2— =12— - |~ 0,43.

5 2

bol 3
oy
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d)
rz—1 9—-1 3—-1 1
:1513(1) \2__ : = \9f_ : = 1 = - = (Ie dénominateurvaut4 # 0).
raccord de deux morceaux
a)

Agauchez < 1:f(z) =z® + 1,doncmlij{17 flz)y=1"+1=2.
Adroitex > 1: f(z) = 4z — 2,doncagliﬁnll+ flz)=4-1-2=2.

b)

Les deuxlimites latérales sont égalesa 2 f posséde lalimite }:13% f(z) =2.
c)

f(1) secalculeaveclemorceauz < 1: f(1) = 12 + 1 = 2. Comme lim f(z) =2 = f(1),Fest
contingeent.

ajuster un paramétre pour la continuité

a)

Agauchez < 3: f(z) = 2z + k,doncxli_g{ f(z) =6+k.

Adroitex > 3: f(z) = :132,doncwli_>1r§1+ f(z) =9;deplus f(3) = 9.

b)

f est continue en 3 ssilimite & gauche = limite a droite = f(3),soit6 + k = 9, donc .

lecture graphique fine

a)

La branche de gauche arrive au niveau 2 : 1i1{1 f(z) = 2.Labranche de droite part duniveau 0,8 :
z—1-

li =0,8.

Jp f@) =0,

b)

Lerond pleinestplacéen(1;0,8),donc f(1) = 0,8.
c)

Les deux limites latérales different (2 # 0,8): f n'apas delimite en 1, donc n'est pas continueen 1. En

revanche, a droite 1i1{1+ f(z) = 0,8 = f(1): f estcontinue a droite en 1 (mais pas a gauche).
T—
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vrai / faux justifié
a)

Faux. L'égalité deslimites latérales garantit seulement que la /imite existe ; il faut en p/us que cette limite

vaille f(zy) (etque zy € Dy)pourlacontinuité.

b)

Vrai. Parexemple f(x) = ‘f_’ll n'est pas définieen 1, maistendvers 2 en 1. Lalimite décrit une tendance,
pas une valeur au point.

c)

Vrai: C'est exactement la définition de la continuité enzg : lim f(z) = f(zo).

T—T

calcul direct : exponentielle, logarithme, trigonométrie

a)
lim(e* +2cosz) =e” +2cos0=1+2 :.

z—0
b)
. Inz4+2xz Inl+1 O0+1 1
1m = _= ==
z—1 2 4+ 1 12+1 2 2
c)

1im(2sinx—|—1):2sin%+1:2-%+1:.

T
.1‘4)6

d)

. Inz Ine 1 1

lim — = — = — = | —|(ledénominateurvaut e # 0).
e

r—e (A (A

raccord qui ne se fait pas

a)

Agauchez < 2: f(z) = = + 3,donc lirgl f(z) =5.
T2

Adroite (eten2)x > 2: f(x) = x2,donc lim f(z) =4et f(2) =4
b)

Les deux limites latérales different (5 # 4): f A*apas de limité en 2.

c)

N'ayant pas de limite en 2, f n'est pas continue en 2. Enrevanche, a droite lim f(z) = 4 = f(2):fest

T2+

continue a droite en 2 (mais pas a gauche, car5 # 4).
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ajuster un coefficient pour la continuité

a)

Agauche(eten2)z < 2: f(z) = ax — 1, donc lim f(z) =2a—1= f(2).
Adroitez > 2: f(z) = 2? + z,donc lim f(z) =4+ 2 =6.

T—2F

b)

festcontinueen2ssi2a — 1 = 6,s0it2a = 7,donc|a =

N3

lecture graphique : un trou

La courbe estladroitey = « + 1 privée dupoint (1 ; 2) (rond ouvert).

a)

Des deux cOtés la courbe pointe vers le niveau 2 : wli_g{ f(x) = 9311)1{1+ f(z) =2.
b)

Les deux limites latérales sont égales : f possédeunetimiteenl, }:121 f(z) =2.
c)

f n'estpascontinueenlcarl ¢ Dy (rondouvert : f n'y est pas définie). La limite existe pourtant : on
pourrait « boucherle trou» en posant f(l) = 2 (prolongement par continuité).

vrai / faux justifié
a)

Faux. f peut étre définie en x( tout en ayant des limites latérales différentes (un saut) : la limite n'existe alors
pas. Ainsilafonction«x + 3 /% » de l'exercice précédent est définie en 2 mais n'a pas de limite en 2.

b)

Vrai. C'est exactement la définition de la continuité en x : les deux limites latérales existent, sont égales, et
valent f(zo).

c)

Vrai Les polyndmes sont continus sur R ; on calcule d'ailleurs leurs limites par simple remplacement.

calcul direct : quotients définis
a)
T

0
lim < _° —1:.

z—0 CcoS T cos( 1
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b)

i sing  sinf 322
S B |
V2
2

z—»% COST  Ccos %

1
c)
1+=x 14+0 1

li = =—=|1]

:clgtl) e el 1

d)

cos Z 0
lim cosT 2 = @(dénominateur2 = 0).

z—2 1+ sinzx B 1+ sin B 141

limite et valeur : comparer

a)

Autourde 1 (pourz # l)ona f(z) = 2z + 1,donciig% flz)=2-1+1=3.
b)

Lavaleurimposéeest f(1) = 5.

c)

Lalimite (3) differe de f(l) (5): f n'est pas continue en 1, bien que la /imite existe. (La courbe est la droite
y = 2x + 1 aveclepointenl«déplacé »versH.)

notations et asymptotes
a)

«Quand z tend vers 2 parla droite, f () devientinfiniment grand. » L'asymptote est verticale, d'équation
T = 2.

b)
«Quand z tend vers 400, f(z) se rapproche de 3. » L'asymptote est Hofizontare, d'équationy = 3.
c)

Oui : une fonction peut avoir une asymptote horizontale en +o00 et une autre, différente, en —oo (par

exemple lim f =3et lim f = —1).llyenaauplusdeux, une parcoté.
T—+00 T——00

fonction a trois morceaux

a)

Agauchez < 0: f(z) = = + 2,donc lim f(z) = 2.
c—0U—

Adroitez > 0: f(z) = 2% + 3,donc li%l f(z) =3.
z—0"
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b)

Les deux limites latérales different (2 # 3): f h*apas de limité en 0.

c)

f n'estpas continueen0. Comme f(0) = 2et lim f(x) =2 = f(0), f estcontinue a gauche en 0 (mais

z—0~

pas a droite, car 3 # 2).

lecture graphique : une branche infinie

Lacourbe estcellede mlj :deux branches séparées parladroitex = 1.

a)
Agauche de 1, labranche plonge: lim flx) = —o00. Adroite, elle monte : lim f(z) = +o0.
r—1- rz—1+
b)
Les limites latérales étantinfinies, la droite z = 1 est une asymptote verticale.
c)
Aux deux bouts la courbe se rapproche de l'axe des abscisses: lim f(x) = lim f(z) = 0.Ladroite
T—r+00 T——00

y = 0 estune asymptote horizontale.

13 exercices

une fonction & deux paramétres

a)

Agauche (z < 2): f(z) = az + 1,donc wli_g{ f(z) =2a+1.
Adroite (z > 2): f(z) = z® + b, doncmlijgl+ f(z) =4+b.

b)

f possede une limiteen 2 ssiles deuxlimites latérales sont égales :

20+1=4+b <+— b=2a—3|

c)

Pourla continuité en 2, il faut de plus que cette limite commune soit égale a f(2) = 3:

2 +1=3(et)4+b=3.
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d)
De2a + 1 = 3ontirea =1;ded4d + b = 3ontireb = —1.(Cesvaleurs vérifientbienb = 2a — 3 = —1.)

(aa b) — (17 _1)

est 'unique paire rendant f continue en2. Exemple: f(z) = = + 1pourz < 2, f(2) = 3, f(z) = 2> — 1
pourz > 2;onaalorslim, ,o+ f =3 = f(2).

lecture graphique compléte

a)
Aux deux bouts la courbe colle aladroitey = 1: liIJfl f(z) = lim f(z) =1 Ladroitey = lestune
T—+00 T——00

asymptote horizontale.

b)

Agauche de2,labrancheplonge: lim f(x) = —oo.Ladroite x = 2 est donc une asymptote-verticale.
2"

c)

Le rond ouvertesten (2;3), donc 1iI§l+ (x) = 3;lerondpleinesten (2;0),donc f(2) = 0.
T—r

d)

Les limites latérales en 2 différent (—oo a gauche, 3 adroite) : f n'apas de limite en 2 et n'est donc pas

continue. De plus, adroite lim, 2+ f(z) = 3 # f(2) = 0: f A*estpas continue a droite non plus. (La

valeur f(2) = O estunpointisolé.)

mise en situation : un tarif par paliers

a)

Agauche (t < 20): M (t) = 30,donc lim M(t) = 30.
Z90-

Adroite (¢ > 20): M (t) = 30 + 2(t — 20),donc lim M (t) = 30 + 2(20 — 20) = 30.
—20+

b)

Les deux limites valent 30 et M (20) = 30: M est continue en 20. Concrétement, le tarif ne saute pas: a 20
minutes on paie 30 €, et juste aprés le montant augmente continliment (pas de bond brutal).

c)
Avec 35 + 2(t — 20) pourt > 20:tli12101 M (t) = 35tandis quetligrol M (t) = 30.Leslimites latérales
—20+ —5920—

different : M serait discontinue en 20, avec unsautde 35 — 30 = 5 € (le prix bondirait de 5€ dés qu'on
dépasse 20 minutes).
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deux paramétres et une contrainte

a)

Labranche de gauche estaz + b; passer par (0 ; 3) signifie f(0) = b = 3,donc|b = 3|.
b)

Agauche (eten?2): f(z) = ax + b,donc lirgl f(z) =2a+b= f(2).
T—2
Adroite: f(z) = 2® 4 1,donc lirgl f(z)=4+1=5.
z—2"
c)
Continuitéen2:2a + b = 5.
d)

Avecb = 3:2a + 3 = 5,d'ota = 1.Donc|(a,b) = (1, 3) | Vérification: agauche f(z) = = + 3, f(2) =

5;adroitelim, ,o+ f = 5:lalimite communevautb = f(2), f est bien continue.

continuité en deux points de raccord
a)
Agauchez < 0: f(z) = z + 1,donc lim f(z) = 1.Adroite0 < z < 2: f(z) = 2> + 1,donc

z—0~

lirgl f(z) =1et f(0) = 1.Lestroisvalent1: f est continue en0.
z—0+"

b)
En2:agauche f(z) = 2% + 1donne lim f(z) = 5;adroite(eten?2) f(z) = ax + bdonne
27

lirgl f(z) =2a+b= f(2).Continuitéen2:|2a + b= 5|
T2+

c)
f(3) =3a+ b= 6.Avec2a + b = 5,onsoustrait: (3a + b) — (2a +b) = 6 — 5,soita = 1; puisb =
5 —2 = 3.Donc|(a,b) = (1,3)|.

mise en situation : imp6t par tranches

a)

Agauche (r < 10000): I = 0, doncrﬁlli()rf)lom I(r) = 0.Adroite: I(r) = 0,1 (r — 10000) — 0,1 -0 = 0.
Comme I(10000) = 0, le baréme est continuen 10 000.

b)

Agauche:0,1 (25000 — 10 000) = 0,1 - 15000 = 1500,donc  lim  I(r) = 1500.Adroite: 1500 +

r—25 000~
0,2 (25000 — 25000) = 1500. Comme I(25000) = 1500, le baréme est continu en 25 000.
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c)

Aux deux seuils, les limites latérales coincident : le montant ne fait aucun saut. Franchirun seuil ne
provogue pas de bond brutal de I'imp6t ; seul le taux(la pente) change. C'estle principe d'un baréme
progressif continu.

continuité selon la valeur d'un paramétre

a)

Agauche (etenl): f(z) = mz,doncmli_g{ (r) =letf(1)=1*=1.

b)

Adroite: f(x) = mz + 2, donc lim f(z) =m+2.

c)

Continuitéenl:m + 2 = 1,donc|m = —1}

d)

Oui, pour tout m. La limite & gauche vaut toujours 1 = f(1) (le morceau gaucheinclut z = 1), donc f est
toujourscontinue a gauche en 1. Seule la continuité a droite dépend de m : elle n'alieu que pourm = —1.
lecture graphique compléte

a)

A droite, la courbe colle aladroitey = 1 :gjl_i)glOo f(x) = 1. C'estune asymptote horizontale d'équation
y =1

b)

Prés de 0 parladroite, la courbe monte sans borne : mlijﬁﬂ f(z) = 4+00.Ladroite x = 0 estdoncune
asymptote verticale.

c)

Lerond ouvertesten (0; 3), donc xli_f(r)lf f(z) = 3;lerondpleinesten(0;1),donc f(0) = 1.

d)

Les limites latérales en 0 différent (3 a gauche, +oo adroite) : f n'apas de limite en 0, donc n'est pas

continue. Adroite, lim, o+ f = +o00 # f(0) = 1. FH'EStPasHONpIuS continue 3 drofte. (La valeur

f(0) = lestunpointisolé.)

limite, puis continuité : deux exigences distinctes
a)
Agauche: f(z) = 2z + ¢,donc lim f(z) = c.Adroite: f(z) = 2 + 4,donc lim f(z) = 4.

z—0~ z—0*
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b)
f possede une limite en 0 ssiles limites latérales sont égales : ¢ = 4 (lalimite vaut alors 4).
c)

Avec ¢ = 4, lalimite en 0 vaut 4, mais la valeurimposée est f(0) = 1 # 4: f n'est pas continue en 0, bien
que lalimite existe.

d)

Il faudrait poser f(0) = 4 (lavaleur de lalimite) pour rendre f continue en0.

synthése : vrai / faux justifié
a)

Vrai. Lalimite d'une somme estlasomme deslimites: lim (f + g) = lim f + lim g = f(xg) +
T—X0

g(zo) = (f + 9)(z0).
b)

zt—1
z—1

Faux. Une limite peut existerla ol f n'est pas définie. Contre-exemple : f(zc) = n'est pas définieenl,

maisl}{ﬁ f(z) =2
c)

Vrai. Continue a gauche signifie lim f = f(zo) etcontinueadroite lim f = f(zo):les deuxlimites
T—x, T,

latérales valent f(zo), donc sont égales entre elles et a f(zo) — c'est la continuité.
d)

Faux. L'égalité des limites latérales garantit seulement que la /imite existe ; encore faut-il qu'elle vaille
f(z0). Contre-exemple: f(z) = 2z + 1pourx # let f(1) = 5:lalimite vaut 3, mais f(1) = 5,donc f
estdiscontinueen1.

continuité d'une fonction avec valeur absolue
a)

Selonlesignedex — 2: |z — 2| =2 — xsiz < 2etz — 2siz > 2.Donc

2—2)+1=3—2 siz<2,

f(z) = (x—2)+1=z—1 siz>2.

b)
Agauche: lim f(z) =3 — 2= 1.Adroite: lim flz)=2—-1=1Etf(2)=10|+1=1.
2" z—2"
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c)

Les deuxlimiteslatéralesvalent1 = f(2): f est continue en 2. (La courbe forme un « coin» anguleuxen 2,
mais un point anguleux n'empéche pas la continuité.)

quelle valeur donner au point ?

a)

Autourde 2 (pourz # 2)onag(z) = 3z — 1,donc glcl_%g(zc) =3-2—-1=5.
b)

Pourla continuité en 2, ilfaut g(2) = lim g(z) = 5.

z—2
c)

Avec g(2) = 10:lalimite ne dépend que du comportement autourde 2, pas de la valeur au point ; elle vaut
donc toujours 5 : lalimite existe (= 5). Mais g(2) = 10 # 5, donc g n'est pas continue en 2. Différence : la

limite est une tendance autour du point ; la continuité exige en plus que cette tendance coincide avec la
valeur au point.

synthése : lire un tableau de limites
a)

Une limite existe la ou les deux limites latérales sont égales : en —1 (limite 2) eten 1 (limite 4). En 0, elles
different (1 # 3): pasde limite.

b)

f estcontinue la oula limite existe etvaut f(zg):en—1,2 = f(—1) = 2continue;en1,lalimite 4 #
f(1) = 7non continue ; en 0, pas de limite non continue. Donc f est continue seulementen —1.

c)

En0:agauche liI%)l f = 1= f(0) = continue & gauche ; a droite lirgl f=3+# f(0)=1=Ppas
z—0~ 20+

EBRtinue 3 droite.
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