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Ce document est un carnet d'exercices : ont'explique d'abordla mécanique, puis tu la travailles sur

43 exercices classés entrois niveaux. Les corrigés détaillés t'attendent en deuxieme partie, aprés la
page « Corrigés » — pas avant de |'avoir mérité.
\

(
MEMO Théme 2 — Laregle 0% et/'asymptote verticale

Mécanique travaillée : calculerlalimite d'une fonction rationnelle en un point o qui annule le
dénominateur(donc xg ¢ Dy). Ony arrive avec un tableau de signes du dénominateur et laregle des

signes ;&= — +oo.

1.Larégle =
Diviserunnombre a # 0 par une quantité qui tend vers0 donne I'infini. Le signe de cet infini se lit parlarégle

des signes, entraitant «0" » comme un + et«0~ » comme un —.

(
s~ LESSENTIEL [es quatre cas a connaitre par coeur
a a
0—+—>+OO(G/>O), 0—+—>—OO(0,<0),
a a
OT—>—w(a>0), 0T—>+oo(a<0).
\
(
[\ ATTENTION ce n'est PAS une forme indéterminée
0% avec a # 0 se conclut directementpar +00. On ne confond pas avec g,qui, elle, estindéterminée
l (thémes 3 et 5). Icile numérateur ne tend pas vers0.

2.Méthode : limite rationnelle en un point interdit

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.2/38
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‘= METHODE /imite de&% enxg avec Q(xzg) = 0etP(xy) # 0

1 Calculer lim P(x) = a(unnombre non nul).
T—2(

2 Dresser le tableau de signes du dénominateur (Q autourde xg : est-il0" ou0~ &
droite ? a gauche ?

3 Appliquerlaregle 5= de chaque cété.

8 Conclure:siles deux cotés donnent le mémeinfini, la limite existe (infinie) ; s'ils
different, pas de limite globale. Dans tous les cas, * = x( est une asymptote

verticale.

. —2x+5
Q EXEMPLE |imm@ ————
) z—1 1 —2x

Domaine R \ {1}.Numérateurenl:—2(1) + 5 = 3(> 0). Dénominateur1 — z: positifsiz < 1,
négatifsiz > 1.

1—z +++ 0 -———

Doncz 1 =1—-z—=0Tetz —>1"=1—2 —0:

o TS 3 L2453
:L*l)I{l* 11—z 0t ok acinl’lJr l—=2 _0__—00‘

Les deux cOtés different : pas de limite globale en 1 ;ladroite x = 1 est asymptote verticale.

Q EXEMPLE dénominateur au carré : méme signe des deux cotés

1
lin% @_27 Le numérateurvaut1 > 0 ;le dénominateur (z — 2)? est toujours > 0 (carré), donc
T—r r —

tendvers 0" des deux cotés :

li L L - li 1

m -———- = — = oo = 1m -———-:.
z—2- (x —2)2 0 z—2+ (x — 2)2
Icilalimit ste: li ! =4

Cllalimite exis eml_%m— .

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.3/38
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(
Q ASTUCE e tableau de signes en 10 secondes

Pourun facteur affine (axz + ), le signe changeenz = —g ;ilest dusigne de o «a droite » de cette
racine. Pouruncarré (. . . )% ou toute puissance paire, le signe est constant positif(sauf au zéro) : les

deux cotés se comportent pareil.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.4/38
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Les exercices

15 exercices
appliquer la régle des signes

Donnerle résultat (+o00 ou —o0) de chaque forme.

5 =3 2 =7
VP ogEde

signe du dénominateur

Pour chaque expression, dire sile dénominateurtend vers 0" ou 0~ du cdté indiqué.
1 2 —4quandxz — 4" b)x —4quandz — 4~

2 2 —zquandz — 27d)(z — 1) quandz — 1~

limites latérales élémentaires

Calculerles deuxlimites latérales.
a)

. 3 )
lim —et lim —
z—0T T z—0" T

b)

. ) 1
lim et lim
z—4+ r — z—4- T —

une fonction rationnelle simple

Soit f(z) = -L;,dedomaineR \ {—3}.

z+3°
a)
Le numérateur tend-il vers 0 en —3 ? Quel est son signe ?
b)
Calculer lim f(z)et lim f(z).

z——3" r——3"

repérer une asymptote verticale

Pour chaque fonction, donnerla valeur xy qui annule le dénominateur (sans I'annuler au numérateur) : c'est
I'abscisse d'une asymptote verticale.

9 z+1 4 5
750550 =

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.5/38
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régle des signes : numérateur positif ou négatif

Donnerle résultat (+o00 ou —o0) de chaque forme.

a)

—4
0+

b)

signe d'un dénominateur affine

Le dénominateurtend-ilvers 0™ ou 0~ du cétéindiqué ?
a)

2z — 6quandz — 3T

b)

2r — 6quandx — 3~

c)

5 —xrquandx — 5~

d)

—3z 4+ 9quandx — 3

limites latérales : numérateur négatif, coefficient au dénominateur

Calculerles deuxlimites latérales.

a)

lim —2 et lim —2

z—0t 2 z—0- X

b)
) 1 ) 1
lim ——et lim

t—(1/2)" 2 — 1  z—(1/2) 2¢ —1
fonction rationnelle @ numérateur constant négatif

Soit f(z) = =5, dedomaineR \ {2}.

z—2’

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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a)

Le numérateur tend-il vers 0 en 2 ? Quel est son signe ?
b)

Calculer lim f(z)et lim f(z).

z—21 T2

numérateur variable, non nul au point
Soit f(x) = £H.

a)

Que vautle numérateuren1? S'annule-t-il ?
b)

Calculer lim f(z)et lim f(z).

z—1t z—1"

dénominateur au carré

Soit f(x) (xf’2)2 .
a)

Quel estle signe de (z — 2)% pour z # 27 Vers quoi tend-il en 2 (des deux cotés) ?

b)

Endéduire lim f(z)et lim f(z); f a-t-elle unelimite globaleen2?
z—2" z—2"

repérer l'asymptote verticale

Donnerlavaleur xy quiannule le dénominateur sans annuler le numérateur (abscisse d'une asymptote
verticale).

—4

(z+2)?

lire un tableau de signes

Le tableau ci-dessous donne le signe du dénominateur (x — 1)(z — 4). On étudie f(x) = WE‘M

(numérateur 3 > 0)auvoisinagedez = 1.
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x —00 1 4 +o00
(z—1)(xz —4) + 0 - 0 +
a)
Donner lim f(x).
z—1"
b)

Donner lim f(x).
z—1t
c)

Quelle asymptote verticale reconnait-onenxz = 17

vrai ou faux

Vraiou faux ? Justifier d'un mot.

a)

« gt = foopourtoutréela # 0.»

b)

« 5= et g ont toujours des signes opposés (poura # 0).»
c)

«Uneforme % se conclut par 00. »

d)

« Sile dénominateur est un carré, les deux limites latérales sont égales. »

reconnaitre la forme obtenue

Apres remplacement, dire silaforme est dutype 0% (réponse £00) ou un simple nombre, puis donner sa
valeur.

=

o 0
‘lC‘JO |

o =]

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.8/38
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15 exercices

étude compléte des deux cotés

Soit f(z) = 3=t

z—2
a)
Donner D¢ et lalimite du numérateur en 2 (son signe).
b)
Etudier le signe de z — 2 a gauche et & droite de 2.
c)
En déduire mlirgl_ (z) et a:hj% f(x).
d)

f a-t-elle une limite en 2 ? Quelle asymptote en déduit-on ?

dénominateur qui change de signe

Soitg(z) = 5.

a)

Dresserle tableau de signesde 3 — x autourde 3.
b)

Calculer lim g(z)et lim g(z).

r—3~ r—3t

Soith(z) = (3;21)2

a)

Quel est le signe de (z + 1)? pourz # —1? Vers quoi tend-ilen —17?
b)

En déduire mgrg_ h(z) et mEI,IL h(z).

c)

h a-t-elle une limite (globale) en —1 ? Si oui, laquelle ?

dénominateur factorisé

Soitk(z) = W%M' On étudie lalimiteenxy = 4.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.9/38
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a)

En4, quel estle signe du facteur (z — 1) ? (ilne s'annule pas en 4)

b)

En déduire le signe du produit (z — 1)(z — 4) a droite puis a gauche de 4.

c)
Calculer lim k(z)et lim k(z).

r—4- r—4+

reconnaitre le bon outil

Pour chaque limite, dire d'abord sile remplacement direct donne un nombre, une forme 0% (aveca 75 0), ou

une forme % (indéterminée). Ne calculer que les deux premiers types.

2 2

! limx+ b)limx+

z—=3 1 — 1 z—=1t o — 1
2 x2—14
Iim ——
z—2 1 — 2

étude compléte : numérateur négatif

Soit f(z) = 223

z+d
a)
Donneer et lalimite du numérateur en —4 (avec son signe).
b)
Etudier le signe de z + 4 4 gauche et & droite de —4.
c)
En déduire xgr_r}k f(z)et gﬁli)l_l’}ﬁ f(=).
d)

f a-t-elle une limite en —4 ? Quelle asymptote en déduit-on ?

coefficient et dénominateur renversé
Soitg(z) = 5:;@'

a)

Etudierle signe de 5 — 2z autour de 2.

b)

Calcul li t li .
alcu ermﬁgl/lz)i g(z)e z_)zg)l/lm+ 9(z)

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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dénominateur factorisé : étude a la racine de gauche

Soitk(z) = m Onétudielalimiteenxzy = —2.

a)

Quel est le signe du facteur (ac — 3) auvoisinage de —2 ? (ilne s'annule pas en —2)
b)

En déduire le signe du produit (z + 2)(z — 3) & gauche puis a droite de —2.

c)

Calculer lim k(z)et lim k(z).

T——2" z——2*

dénominateur au carré, numérateur variable

x

a)

Que vaut le numérateur en 2 (avec son signe) ? S'annule-t-il ?

b)

Vers quoitend (z — 2)? en 2 (des deux cotés) ?

c)

Endéduire lim h(z)et lim h(z);h a-t-elle une limite globale en2?

2~ z—2F

factoriser un trindme puis étudier
Soit p(z) = .

a)

Factoriserz® — 2z — 3etdonner D,,.

b)

Dresser le tableau de signes du dénominateur sur R.
c)

Etudier les limites latéralesenz = —1.

d)

Etudier les limites latéralesenz = 3.

e)

Combien d'asymptotes verticales ? Donner leurs équations.
2éro du numérateur ou pole ?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.11/38
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Soity(x) =
a)

En quel point le numérateur s'annule-t-il ? Le dénominateury est-il nul ?

b)

En quel pointle dénominateur s'annule-t-il ? Le numérateury est-il nul ?

c)

Calculer lim v(x) et lim ¢ (z).

T—4-

d)

Ou est I'asymptote verticale ? Que se passe-t-ilenx = 17?

pole a l'origine

Soitu(z) =
a)

ﬁ. On étudielalimiteenxg = 0.

Quel est le signe du facteur (z — 3) auvoisinage de 0?

b)

En déduire le signe du produit z(z — 3) & gauche puis a droite de 0.

c)

Calculer liII([)l u(x) et lim u(zx).
z—0"

reconnaitre le bon outil

Pour chaque limite, indiquer d'abord la forme obtenue parremplacement direct: unnombre, une forme 0%

(aveca 75 0), ouune forme g (indéterminée). Ne calculer que les deux premiers types.

a)

. z+3
lim

z—0 x2

b)

o —2
lim
2 p2 — 4

c)

. 2
lim
=5 — 1

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.12/38
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d)

. xr+ 2
lim ——
rz—1- ,’L‘z -1

vrai ou faux, style concours
Soit f(z) = 5. Vrai oufaux ? Justifier.
a)

lim f(z) = —oc0.
x—2"

b)
lim f(z) = —o0.

T2
c)
f admet unelimite en 2.
d)

La droite x = 2 est asymptote verticale.

dénominateur renversé et numérateur négatif

Soitm(z) = =5,

2
a)
Donner D, et lalimite du numérateur en 2 (avec son signe).
b)
Etudier le signe de 2 — z & gauche et & droite de 2.
c)
En déduire mlirgl_ m(zx) et mlij% m(x).
d)

m a-t-elle une limite en 2 ? Quelle asymptote ?

DIFFICILE 13 exercices
deux asymptotes verticales

Soit f(z) = =~
a)

Factoriser z2

— = — 6etdonnerle domaine Dy.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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b)
Dresser le tableau de signes du dénominateur sur R.
c)

Etudierles limiteslatéralesenz = 3: lim fet lim f.
T3~ z—3"

d)
Etudierles limites latéralesenz = —2.

e)

Conclure : combien d'asymptotes verticales ? Donner leurs équations.

contraste : multiplicité paire ou impaire

Oncompare deux fonctionsenz = 1:

3 3
f@)=7g @ @)=y

a)

Calculerxliﬁnlai fet xILI?+ f. f a-t-elleunelimiteen1?

b)

Calculermli_g{ get wli_gﬂ g.ga-t-elleunelimiteen1?

c)

Expliquer, al'aide du signe du dénominateur, pourquoi g a une limite globale mais pas f.
d)

Associer chaque fonction al'une des deux allures ci-dessous prés de I'asymptote x = 1.

\J
8

Allure B

Y
8

Allure A

mise en situation : dilution qui s'emballe

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.14/ 38
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En pharmacologie, la concentration (en mg/L) d'un principe actif dans une cuve est modeélisée, sur [0 ; 5]

(tempst enheures), par

20
Ct)=——
(®) 5—1t
a)
Calculer C(0), C(3) et C(4,9). Que constate-t-on quand t approche 5 ?
b)

Calculer lim C(t)al'aidedelaregle .

t—5—
c)

Interpréter: que traduit cette asymptote verticale t = 5 pourle modeéle ? Est-ilréaliste au-deladet = 5?

pole simple contre pdle double

. —3
Soit f(:c) = m
a)

Donnerle domaine Dy-.

b)

Dresser le tableau de signes du dénominateur (z — 1)*(z + 2) surR.
c)

Etudierles limites latéralesenz = —2.

d)

Etudier les limites latéralesenz = 1.

e)

Combien d'asymptotes verticales ? En quoile comportement en —2 différe-t-ilde celuien1?

trou ou asymptote : ne pas confondre avec %

Soit f(x) = v

T oxi—x—2-
a)
Factoriserle numérateur et le dénominateur ; donner D.
b)

Simplifier f(x) pourx # 2.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.15/ 38
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c)

Etudierlalimiteenz = 2:ladroite z = 2 est-elle une asymptote verticale ?
d)

Etudierles limites latéralesenz = —1.

e)

Conclure : combien d'asymptotes verticales ? Que se passe-t-ilexactementenx = 27?

mise en situation : objet au foyer d'une lentille

En optique, pour une lentille convergente de distance focale f = 10(encm), la position de lI'image d'un
objet placé aladistanced, (encm,avecd, > Oetd, # 10)est

10d,
di(d,) = ——.
d, — 10
a)
Calculerd; pourd, = 30,d, = 11etd, = 10,5. Que constate-t-on quand d, approche 10 parvaleurs
supérieures ?

b)

Calculer lim d;(d,)al'aidedelarégle & .
do—10"
c)

Calculer lim d;(d,).
do—10"

d)

Interpréter : que devient I'image quand 'objet est au foyer (d, = 10)? Ladroite d, = 10 est-elleune
asymptote verticale ?

avec un paramétre

Soitmunréelet f(z) = L2
a)
Pour quelles valeurs de m a-t-on ligl f(x) = 4007?
fee
b)
Pour quelles valeurs dema—t—onmlijgl+ f(z) = 4007?
c)
Etudier le cas particulierm = —2: que devient f ?Y a-t-ilune asymptote verticaleen 2 ?

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.16/ 38
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grand tableau : trois poles

Soit f(2) = 359
a)

Donnerle domaine Df.

b)

Dresser le tableau de signes du dénominateur z(z — 2)(z + 3) surR.

c)

Etudierles limites latéralesenz = —3.
d)

Etudier les limites latéralesenz = 0.

e)

Etudierleslimiteslatéralesenz = 2.

f)

Combien d'asymptotes verticales ? Donner leurs équations.

associer trois fonctions a leur allure

Prés de leurasymptote z = 1, on considére

2 —2
T) = T) =
a)
Déterminer lim et lim pourchacune des trois fonctions.
z—1-  z—1T
b)

Associer chaque fonction al'une des trois allures A, B, C ci-dessous.

Y

J

Allure A Allure B

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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role de la parité de l'exposant

Pourunentiern > 1,onpose f,(z) =

a)

Pourn = 1l:calculer lim f;et lim f;. f; a-t-elleunelimiteen1?
z—1- z—1+t

2
(z—1)"

b)
Pourn = 2:mémes questions pour f.
c)
Pourn = 3:mémes questions pour f3.
d)

Enoncerlarégle générale : selon la parité de n, f, admet-elle une limite globale en 1 ? Justifier parle signe
de (z — 1)™.

mise en situation : saturation d'une file d'attente

Le temps moyen d'attente (en heures) a un guichet qui traite 12 clients par heure est modélisé, en fonction
dutauxd'arrivée X (clients/heure), par

1
W) = ——, 0 <A< 12
N =17 SAS
a)
Calculer W (6), W(10) et W (11,5). Que constate-t-on quand A approche 12 ?
b)

Calculer lim W()al'aidedelaregle 5=.
A—12-
c)

Interpréter: que traduit I'asymptote verticale A = 12 ? Le modéle a-t-ilunsenspour A > 127

retrouver la fonction a partir du graphe

La courbe ci-dessous représente une fonction f de laforme f(x) = #1 ouaestunréelnonnul.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.18/ 38



simulationconcours.be Carnetd'entrainement — Regle a/O+ et fonctions rationnelles en un pointinterdit

r=-1y

E A

i \ (052)

i (1;1)
a)
Lire graphiquementxgr_nr f(z) etfii)r_n1+ f(=).
b)
En déduire lanature dupointz = —1(f y a-t-elle une limite globale ?).
c)

Sachant que la courbe passe parle point (0 ; 2), déterminer a. Vérifier avec le point (1; 1).

chasse aux erreurs

Un étudiant calcule les limites latérales de f(z) = - (avecz? — 1 = (z — 1)(z + 1)). Deuxde ses
quatre réponses sont fausses : les retrouver et les corriger.

a)

aclg{l+ f(z) = +o0.

b)
lim f(z) = +o0.

z—1-
c)
lim f(x) = 4o0.

z——1-

d)
lim f(z)= +o0.

z——1*

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.19/38



DEUXIEME PARTIE

® | <

Chaque exercice repris pas a pas, niveau par niveau.
Compare tadémarche, pas seulement ton résultat.



Une seconde — avant d'ouvrir le
corrigé...

Sice carnet t'aide, rends-nous la pareille : parle de
simulationconcours.be a quelgu'un qui prépare le concours.
C'est comme ¢a qu'on peut continuer.

Ce qu'on a préparé pour toi

v Cecarnet eninteractif, avec correctionenunclic
v Lescours complets, chapitre par chapitre — gratuits
v 3100 QCMtype concours, corriges et expliques

v Desfiches derévisionaimprimer

Rejoins-nous sur simulationconcours.be

scanne le QR ou tape I'adresse — puis reviens vérifier tes réponses
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Les corrigés

15 exercices
appliquer la régle des signes

Régle des signes (0" compte +,0~ compte —):

2 = 4o00b) 72 = —ococ) £ = —ood) L = +o00(moins par moins = plus).

signe du dénominateur
1 2 5472 >4donce —4 >0,c-a-d.x—4 —0".
2 »r -4 :x<4doncx—4<0,c-a-dz—4—0".

8 272 >2donc2—x<0,c-a-d.2—z—0".

4 £ — 1 :(x—1)% > 0(uncarré)donc (z — 1)2 — 07 (des deux cotés d'ailleurs).

limites latérales élémentaires

a)
li = = +400; li _ 3
wL%*ZII_OJF_ oo’zg})l*m_O*_ o0
b)
. 1 1
z—4":2 —4 — 07, donc lim = — = +00;
4t — 4 01+
xr—4 :x—4— 0",donc lim = — = —00.
=4~ x — 4 0~
une fonction rationnelle simple
7
f(z) =
a)
Le numérateur est laconstante 7 :ilne tend pasvers 0, ilest > 0.
b)
+ + . 7
z— —-3"z+3— 0" donc lim f(z)=—-—=+400;
z——3T O’;_
r——3 :2+3—0 ,donc lim f(z)=— = —o0.
r——3" 0

repérer une asymptote verticale

On cherche le zéro du dénominateur (numérateur non nul en ce point) :

1 2 —5=0= ¢y = 5(asymptoteverticalex = 5).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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2 2x+6 =0= 2y = —3(asymptote verticale x = —3).

3 22=0= xo = 0(asymptote verticale x = 0 ; numérateur5 £ 0).

régle des signes : numérateur positif ou négatif

—2 = —oo(a < 0divisé par0™).
= = —oo(a > Odivisépar07).
— = +00 (moins par moins).

o7 = +00.

signe d'un dénominateur affine

a)

z — 3":x >3donc2z —6 > 0,c.-a-d.2x — 6 — 0.
b)

z— 3 :x<3donc2zx —6<0,c-a-d 2z -6 —0".
c)

x— 5 1z <5donch—x>0c-a-d5—z— 0",
d)

x—3":2>3donc—3x+9<0,c-3-d—-3x+9—0".

limites latérales : numérateur négatif, coefficient au dénominateur

a)

lim_—zz_—zz—oo;lim_—z:_—z:_FOOI

=0t T 0+ =0~ T 0

b)

z— (1/2)":22 —1 — 0%,donc lim ! :i=+oo;
z—(1/2)* 23:1— 1 01+

1/2)7:2z -1 e li = — = —00.
z— (1/2) 2z —0 oncm%gr;z)i 57— 1= 0 00

fonction rationnelle @ numérateur constant négatif

flz) =5

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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a)
Le numérateur estlaconstante —5:ilnetend pasvers 0, ilest < 0.
b)
z— 2"z —2— 0% donc lim f(z)= o —00;
' rz—2+ O‘B ’
£ —2 :2z—2—0 donc lim f(z) = — = 4oo0.
27 0~
numérateur variable, non nul au point
_ z+4
fle) =5
a)
En1,le numérateurvautl + 4 = 5(> 0):ilne s'annule pas.
b)
, . )
z—17:2 — 1 — 0" etlenumérateur — 5,donc lim f(z) = — = +00;
rz—1t O+
z—1 :2—1—0 ,donc lim f(z) = — = —o0.
z—1- 0
dénominateur au carré
3
f(x) = @op
a)
(z — 2)? > Opourtoutx # 2;iltendvers 0" des deux cotés de 2.
b)

. 3 : Ny A -
lim f(z) = — = +oo = lim f(z):lesdeuxcotésdonnentle méme résultat, donc f aune limite
x—2+ 0+ T2~

globale}g]% f(z) = +oo.

repérer l'asymptote verticale

Oncherche le zéro du dénominateur (hnumérateur non nul en ce point):

a)

x—7=0= x¢9 = 7(asymptote verticalex = 7).

b)

5—2x = 0=z = 3(asymptote verticalez = 3).

c)

(z +2)2 =0 = zy = —2(asymptote verticale z = —2; numérateur —4 # 0).

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.24/ 38
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lire un tableau de signes

f(z) = m,numérateuﬁ > 0.

a)

) + . Ii 3 _

Agauchede 1, le tableaudonne (z — 1)(z — 4) > 0,donc — 0  lim f(z) = or = +00.

b)

s . 3

Adroitede 1,le tableaudonne (z — 1)(z — 4) < 0,donc — 0~ : hnla f(z) = — = —o0.
z—1" -

c)

Les limites latérales sontinfinies : ladroite £ = 1 est asymptote verticale.

vrai ou faux

a)

FatX : le signe dépenddeceluidea;sia < 0, or = —00.
b)

Vrai: changer0" en 0 inverse le signe du résultat.

c)

Faux: % estune forme indéterminée (ce n'est pas 0%).

d)

VFai : un carré est toujours — 0™, donc les deux c6tés donnent le méme infini.

reconnaitre la forme obtenue
a)

0% ‘type gt vaut +o00.

b)

2

= :simple nombre, vaut %

c)
6—,3 ‘type 0%,vaut +00 (moins par moins).

d)

L (=]

: simple nombre, vaut 0.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site !
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15 exercices
étude compléte des deux cotés
f@) =35
a)
Dy =R\ {2} Numérateuren2:3 -2 — 1 = 5(> 0).
b)
x — 2:négatifsiz < 2(— 0~ dgauche), positifsiz > 2(— 0" adroite).
c)
lim f(z) = i_ = —o0; lim f(z) = o +00.
22" 0 z—2" 0+
d)

Les cotés different : pas de limite globale en 2. La droite z = 2 est 85ymptote verticale.
dénominateur qui change de signe

g(x) = %= numérateur4 > 0.
a)
3—x>0siz <3,3—z < 0siz > 3(change designeenJ).
b)
. 4

z—3 :3—z— 0" donc lim g(z) = — = +o00;

z—3~ OI
z—37:3—x — 0 ,donc lim g(z) = — = —o0.

z—3" 0~
dénominateur au carré
h(z) = ﬁ,numérateur—2 < 0.
a)
(z + 1) > Opourtoutz # —1,et(z + 1)> — 0" quandz — —1(des deux cotés).
b)

lim h(z) = — = —co; lim h(z) = — =
A @) =g = moos lim (@) = G = —eo
c)
Les deux cotés donnent le mémerésultat : h posséde unelimiteen —1, lim1 h(z) = —o0.(Asymptote
T——

verticalex = —1))

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.26 /38
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dénominateur factorisé

k(z) = m, numérateur5 > 0; étudeen4.

a)
En4,z —1 — 3 > 0:lefacteur (x — 1) est positif au voisinage de 4.
b)

Lesignede (z — 1)(x — 4) estdonc celuide (z — 4) : négatif a gauche de 4 (— 07), positif & droite (—
0™).

c)
: 5 - 5 .
mhjil* k(z) = == —m,wli% k(z) = or = +00. (Asymptote verticale z = 4.)

reconnaitre le bon outil
1 En3: g’:—% = g - forme déterminee, résultat g

2 En1":numérateur — 3 # 0, dénominateurz — 1 — 07 :forme 2, donc
. T+ 2
lim = +00.
-1t — 1

8 En2:numérateurz® — 4 — 0etdénominateurz — 2 — 0:forme % indéterminée —

onne conclut pasici (il faudrait factoriser: “;2__24 = x + 2 — 4,voirthémes 3/5).

étude compléte : numérateur négatif
fla) =223
a)
Dy =R\ {—4} Numérateuren—4:2(—4) + 3 = —5(< 0).
b)
x + 4:négatifsiz < —4(— 0~ agauche), positifsiz > —4(— 0" adroite).
c)

lim f(x) = _—_5 = +o0; lim f(z)= 5 —00.
T——4- 0 z——4+ 0"
d)

Les cotés différent : pas de limite globale en —4. La droite z = —4 est dsymptote verticale.
coefficient et dénominateur renversé

g9(z) = === numérateur —3 < 0.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.27 /38



simulationconcours.be Carnetd'entrainement — Regle a/O+ et fonctions rationnelles en un pointinterdit

a)
5—2z=0en3;5— 2z > 0siz < 3(— 0" dgauche),5 — 2z < Osiz > 3 (— 0~ adroite).
b)

li (x) 3 li (z) 3 +00. (Asymptote verticale )

im z) = — = —00; lim xr) = — = +o0. T =3.
m—>(5/2)’g 0t H(s/2)+g 0~ yme 2

dénominateur factorisé : étude a la racine de gauche

k(z) = g5y numérateur 7 > 0; étude en —2.

a)

En—2,2 — 3 — —b < 0:lefacteur (x — 3) estnégatif au voisinage de —2.
b)

Lesignede (z + 2)(z — 3) estdonc'opposé de celuide (x + 2) :agauche (xz + 2 — 07)le produit —
0" ;adroite(x + 2 — 0")le produit— 0.

c)

lim k(z) = T +oo; lim k(z) = T —00. (Asymptote verticale x = —2.)
T——2" 0+ r——2% 0~
dénominateur au carré, numérateur variable

-5
h(z) = (;72)2.
a)
Numérateuren2:2 — 5 = —3(< 0) ;ilne s'annule pas.
b)
(z — 2)? > Opourz # 2et(z — 2)> — 0" desdeuxcotés.
c)

. -3 . Ny . . -
lim h(z) = — = —oo = lim h(z):lesdeuxcotés donnentle méme résultat, donc h a une limite
x—27 0+ x—2"
globalelin% h(xz) = —oo.(Asymptote verticale x = 2.)

T—

factoriser un trindme puis étudier

¢(z) = —5—. numérateur —4 < 0.
a)
2?2 — 2z — 3= (z — 3)(z + 1) (racines3et—1). D, = R \ {1, 3}.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.28/ 38
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b)

Tableau de signesde (z — 3)(x + 1) (parabole tournée vers le haut):

T —00 —1 3 +00
(x —3)(z+1) + 0 — 0 +
c)
En —1:le dénominateur passe de + (3 gauche, — 07) & — (3 droite, — 07):
li 4 li —4_
1m = — = -0 1m = — = +o00.
z——1- v 0ot ’ x——1+ v 0
d)
En 3:le dénominateur passe de — (3 gauche, — 07)a + (a4 droite, — 07):
li 4 li 4
m o = — = +00 m g = — = —0Q.
z—3" 14 0- ’ z—3+t 14 0t
e)
Detx'asymptotesverticales . x — —letx = 3.
2éro du numérateur ou péle ?
v(@) = =
a)
Le numérateurs'annuleenz = 1;en1le dénominateurvautl — 4 = —3 # 0,donc (1) = 0(lacourbe

coupe 'axe des abscisses).
b)

Le dénominateurs'annuleenz = 4;en4le numérateurvaut4 — 1 = 3 # 0,donc 4 est un pointinterdit (un
pdle).

c)

Numérateur— 3 > 0: lim ¢ (z) = i_ = —o0; lim ¢(z) = ks = +00.
z—4- 0 z—4+ 0t

d)

Asymptote verticale : & = 4 seulement. Enz = 1, pas d'asymptote : c'est simplement unzéro de 1 (

$(1) = 0

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.29/38
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pole a l'origine

u(x) = ﬁ numérateur2 > 0; étudeen0.

a)

En0,z — 3 — —3 < 0:lefacteur (x — 3) estnégatif au voisinage de 0.
b)

Lesignede z(z — 3) est'opposé de celuide z : a gauche (x — 07)le produit — 07 ; a droite (x — 07)le
produit — 0.

c)
lim u(z) 2 +oo; lim u(z) 2 (A tote vertical 0.)
im u(x) = — = +o00; lim u(x) = — = —o0.(Asymptote verticalex = 0.
z—0" ot z—0" 0—- ymp
reconnaitre le bon outil
a)
. , \ 2 + 3 . T+ 3
EnO0:numérateur — 3, dénominateurz® — 0™ : forme gr» donc lim 5— = F00.
z—0 @
b)

En2:numérateurz — 2 — 0 etdénominateurz® — 4 — 0:forme % indéterminée — on ne conclut pasici

(il faudrait factoriser: ffﬂ_—giz_HT = zlﬁ — %,voirthémes 3/5).

c)

EnS:% = % . formedéterminee, résultatg.

d)

En1l™ :numérateur— 3 > 0;dénominateur (z — 1)(z + 1),avecz —1 — 0" etz + 1 — 2,doncle
T+ 2

produit — 0~ : forme &=, donc lim = —00.

r—1- 332 —1

vrai ou faux, style concours

f(z) = %,numérateur—l <0.Rappeliz 2" =2—-z =0 etz —2 =2—z —0".
a)
FFox: lim f(z) = — = +oco(etnon —oo).
T2+ 0-

b)
VP lim f(z) = — =

g f@) =g = e
c)

FalX : les deux cotés (400 et —oo) différent, donc pas de limite globale en 2,

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.30/ 38
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d)

Vrai: les limites latérales sont infinies, donc £ = 2 est asymptote verticale.

dénominateur renversé et numérateur négatif

m(x) = %.

a)

D,, = R\ {2}.Numérateuren2:2 — 6 = —4(< 0).

b)

2—x>0siz < 2(— 0"agauche),2 —z < 0siz > 2(— 0~ adroite).
c)

lim m(x) = 4 —00; lim m(x) = _—jl = +o0.

2" 0" z—2+ 0

d)

Les cotés different : pasdetimite'giobale en 2. Asymptote verticale z = 2.

13 exercices

deux asymptotes verticales

f(@) = #5%

a)

2> —z — 6= (z — 3)(z + 2) (racines3et —2).Donc D; = R\ {2, 3}.
b)

Tableau de signesde (z — 3)(x + 2) (parabole tournée vers le haut) :

T —00 —2 3 400
(x —3)(z +2) + 0 — 0 +
c)
En3:numérateur — 3 + 5 = 8 > 0.Le dénominateur passe de — (& gauche, — 07)a + (4 droite, — 07):
8 8
lim f = — = —© lim f = — = 4o0.
T—3" f - ’ z—37T f 0+

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.31/38



simulationconcours.be Carnetd'entrainement — Regle a/O+ et fonctions rationnelles en un pointinterdit

d)
En —2:numérateur — —2 4+ 5 = 3 > 0.Le dénominateur passe de + (3 gauche, — 07) & — (3 droite, —

07):

3 3
mgn%* f 0_ o +OO, mgné+ f 0o-

e)
Detxasymptotesverticales. xt = —2etx = 3.(f n'adelimite (globale)nien —2nien 3.)

contraste : multiplicité paire ou impaire
a)

f=%2z—1 =>2z-1—-0 ,doncg =—o0;z — 17 = 2 = +o0. Cétés opposés: pasde
Menl.

b)

3
g= m—31 > (x —1)2 — 0" desdeuxcétés, donc lim g = lim g = — = +00. g aune limite globale :

z—1" z—1+ 0t
—+00.

c)

Le dénominateurx — 1 change de signeen 1 (puissance impaire) : les deux cotés donnent des infinis
opposés, d'ol I'absence de limite. Le dénominateur (z — 1)2 gardeun signe (puissance paire, toujours >
0): les deux c6tés donnent le méme infini, d'ou une limite globale.

d)
f < RIGre'A (une branche vers —oo, l'autre vers +00) ; g <+ RIGFE B (les deux branches vers +00).

mise en situation : dilution qui s'emballe

C(t) = & sur[0;5].

a)

C0)=%2=4,C3)=2=10;C(4,9) = % = 200. La concentration explose a mesure que t
approche 5.

b)

20
t -5 :5—t— 0" etlenumérateur20 > 0,donc hrgl C(t) = o = +00.

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.32/38
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c)

Ladroitet = 5 est une asymptote verticale : le modeéle prévoit une concentration qui tend vers I'infini en
t = 5. Cen'est pasréaliste physiquement (une concentration reste bornée) : le modéle n'est valable que
sur[0; 5[ etcessed'avoirunsensent = 5 etau-dela.

pole simple contre pdle double

z—3
f(#) = ey

a)
Dy =R\ {-2, 1}.
b)
(z — 1) > 0(nulen1)et (x + 2) change de signe en —2; le signe du produit est donc celuide (z + 2)
(sauf auxzéros):
T —00 -2 1 +o00
(z — 1) + + + 0 +
z+2 - 0 + + +
(x —1)*(z +2) - 0 + 0 +
c)
En—2:numérateur — —2 — 3 = —5 < 0;(z — 1) — 9 > 0,donc le dénominateur a le signe de (z + 2)

:— 0~ dgauche, — 0" adroite.

—5 —5
Iim f=— =4 Iim f= — = —00.
r——2" f 0- ’ r——2F f 0+
d)
Enl:numérateur— 1 —3=—-2<0;(z —1)2 = 0" et(z + 2) — 3 > 0,doncle dénominateur — 0"
des deux cotés.
lim f = — = —0o = lim
rz—1- f (0 z—1T f
e)
Deux asymptotes verticales: z = —2etx = 1. En —2 (facteursimple)les infinis sont opposés: pas de
limite globale. En 1 (facteur au carré) le méme infini des deux cotés : f aune limite globale lin% f = —o0.
T—

Ce document a été fait par simulationconcours.be — retrouve-en plus sur notre site ! p.33/38
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trou ou asymptote : ne pas confondre avec %

fl@) = 355

a)

?—4=(z-2)(z+2)etz?—z—-2=(z—-2)(z+1).D; =R\ {-1, 2}.
b)

Pourz # 2: f(z) = &=2ED) _ 212

(z—2)(z+1) — =x+1°

c)
En2,laforme brute est ?—) (le facteur (z — 2) s'annule en haut etenbas): ce n'est pasune forme %. Apres
simpliﬁcation,}ciir‘l2 f(z) = % = g(ﬁni). Donc z = 2n'estPas une asymptote: c'estun«trou»(la
valeur 2 est simplement exclue du domaine).
d)
Surlaforme simplifiée % le numérateur — 1 # 0en—1:
: 1 :

A f = = Jim S =g = e
e)
Une seule asymptote verticale:x = —1.Enx = 2lalimite existe (= %) :pasd'asymptote, seulementun

point manquant.

mise en situation : objet au foyer d'une lentille

d;(d,) = 2% numérateur10d, > 0pourd, > 0.

= d,-10"

a)
d;(30) = % =15;d;(11) = % = 110;d;(10,5) = })?—55 — 210. Lapositionde I'image explose a mesure
que d, approche 10.
b)

. . 100
d, — 10" : numérateur— 100 > O0etd, — 10 — 0",donc lim d; = — = +o0.

do—10" 0+
c)
_ _ . 100 . . s .
d,—10":d,— 10 — 0 ,doncdhrﬂ) d; = = = —oo (image «virtuelle », de I'autre coté de lalentille).
D% N

d)

Quand|'objet est au foyer, I'image part al'infini (les rayons émergents deviennent paralleles) ; la droite
d, = 10 est une asymptote verticale : le modéle ne donne aucune position finieend, = 10.
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avec un paramétre

f(z) = T En2,lenumérateur » 2+ m;z -2 =2 —-2— 0 etz - 2" =2 -2 0",

a)
2+m , ,
lim f = —— = 4+ooexige2 +m < 0,soit|m < —2|.
r—2" 0
b)
2
lim f = tmo_ +o0o exige2 +m > 0,soit|m > —2|.
z—2F 0+
c)
Sim = —2:f(a:) = ﬁ—:g = 1pourx # 2,donc lin%f = 1 (fini). Le numérateur s'annule auss/en2(forme%
z—

): pas d'asymptote verticale, maisuntrouen (2; 1).

grand tableau : trois péles

f(.T) = x(a:fw2)(1w+3)'

a)

Dy =R\ {-3,0, 2}.

b)

Dénominateur z(z — 2)(x + 3) (degré 3, positif en +00):

z —00 -3 0 2 +o0
z(z — 2)(z + 3) - 0 + 0 — 0 +
c)
En —3:numérateur — —2 < 0; dénominateur — a gauche (— 07), + adroite (— 0™).
—2 —2
e A

d)

En0:numérateur — 1 > 0; dénominateur + & gauche (— 0"), — ddroite (— 07).

1 1
lim f = — = lim f = — = —oo.
Jm f=gr=tee,  lm f >
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e)
En2:numérateur — 3 > 0; dénominateur — & gauche (— 07), + a droite (— 07).
3 3
lim f=— = —o0 lim f = — = +o0.
T—2" f ’ x—27" f 0+

f)
Trois asymptotesverticales:z = —3,2 = Oetz = 2.

associer trois fonctions a leur allure

~~
I

8

[ e
—

r—1 =2 =—ccetz > 1" = 0+—

:x—>1*:>0—,:—kooetac—>1+ 0—3:— (miroirde f).

h=—2<:(z — 1) — 0" desdeuxcdtés, donc =
(z—1)

+00 (infinis opposés).

Q
|
H|‘
m.l—tl"

o = = +o0o des deux cotés.

b)

f <> Allure A (branche gauche vers —oo, droite vers +00) ; g <> Allure B (branche gauche vers +0oo, droite
vers —o00) : h <> Allure C (les deux branches vers +00).

role de la parité de l'exposant
a)

n:1:(:13—l)changedesigneenl::z:—>1_:>0 —o0,z — 1T = 2
pas de limite globale.

b)
n=2:(z — 1) — 0" desdeuxcétés, donc Z = 400 des deux cotés : TtEGIEBEIE +co.
c)

n = 3:(xz — 1) (puissance impaire) change de signe 2z — 1~ = ol— = -0,z = 1" =

g = +00.Cotés opposés:

2

oF = +00. Pas

de limite globale.
d)

Sin est pair, (:1: — 1)” > ( des deux cotés: méme infini, donc limite globale (+ooici, du signe de 2 > 0). Si
n estimpair, (x — 1)™ change de signe : infinis opposés, donc pas de limite globale. Dans tous les cas,

x = 1 estasymptote verticale.

mise en situation : saturation d'une file d'attente

W (X) = 5. numérateur 1 > 0.
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a)

W(6) = 5;W(10) = 5; W(11,5) = 0}—5 = 2(heures). Le temps d'attente explose quand A approche 12.
b)

A—127:12 - X — 0+,doncAlﬁi111%7 W) = 0% = +00.

c)

A = 12 correspond a la saturation (le taux d'arrivée égale la capacité) : I'attente tend vers I'infini,d'ou
I'asymptote verticale A = 12. Pour A > 12le modélen'aplusdesens(12 — A < 0):lafile diverge.

retrouver la fonction a partir du graphe

flz) = 753

a)

Le graphe donne mgrinli f(x) = —oo (labranche de gauche plonge) et xEIﬂ+ f(x) = 400 (labranche de
droite monte).

b)

Les deuxinfinis sont opposés: f n'apas de limite globale en —1 ; ladroite x = —1 est une asymptote
verticale.

c)

f(0) = 85 = a = 2,donca = 2. Vérification: f(1) = %1 = 1, conforme aupoint (1;1).Ainsi f(z) =

chasse aux erreurs

8
+eo
A

f(z) = 5 signede z® — 1positif si|z| > 1,négatif si|z| < 1;numérateurl > 0.

a)

z —1":|z| > 1,doncz® — 1 — 0" et - = +o00. COFFEEE:

b)

r— 1 :]z|] <1ldoncz? —1— 0 et Ol, = —00. Fatisse ; la bonne réponse est —oo (et non +00).

c)

r— —1":2z < —ldonc|z| > 1,2> — 1 — 0" et 3- = +o0. COIECE.

d)

x — —1" :zprochede —lavec|z| < 1,doncz? — 1 — 0~ et 3~ = —oo. Fausse :labonne réponse est
—00.

Les deux erreurs sont donc les affirmations BY et &Y.
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